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ELENCO DEI SIMBOLI

Potenziale elettrico

Campo elettrico

Densita di corrente

Campo d’induzione magnetica

Campo magnetico

Velocita del plasma

componente della velocita del plasma lungo I’asse x
componente della velocita del plasma lungo 1’asse y
conducibilita del plasma

Parametro di Hall del plasma

lunghezza del canale

altezza della sezione di ingresso

altezza della sezione di uscita



1. INTRODUZIONE

1.1 Conversione MHD

I1 moto di un fluido ionizzato attraverso un campo di induzione magnetica

B produce su ogni carica g del fluido una forza F = ¢(U xB) perpendico-

lare alla direzione di B e di U. Tale forza ¢ alla base del principio di
funzionamento del generatore MHD, il cui schema ¢ illustrato in Fig. 1.1.
Le due paréti parallele all’asse y sono di materiale isolante, mentre le altre
due sono in materiale conduttore e sono connesse al carico. L’elettrodo che
emette gli elettroni & detto catodo, mentre quello che li riceve & detto
anodo. Il campo B ¢& creato da un magnete a sella esterno al canale. Nel
sistema di riferimento utilizzato in Fig. 1.1 la velocita del fluido ¢ diretta
come 1’asse x, il campo magnetico come 1’asse z. Per effetto della forza F,
le cariche positive e quelle negative tendono a muoversi in direzioni op-
poste lungo y. La corrente che si genera lungo 1’asse y genera a sua volta

una forza per unita di volume Jx B che si oppone al gradiente di pressione

I

&

carico

Fig. 1.1: schema di canale MHD




responsabile del moto del fluido. Per mezzo di tale meccanismo, detto
interazione MHD, il fluido perde energia termica e meccanica tra-

sformandola in energia elettrica.

11 plasma che fluisce nel canale ¢ costituito da gas ad alta temperatura ad-
ditivato con un metallo alcalino, usualmente cesio o potassio, per
innalzarme la conducibilita. 1 generatori MHD possono essere a ciclo
chiuso o a ciclo aperto. Nei generatori a ciclo chiuso il fluido di lavoro &
costituito da un gas nobile, usualmente argon. Il gas viene riscaldato per
mezzo di un apposito scambiatore di calore, cede parte della sua energia
nel passaggio attraverso il canale e viene reimmesso nello scambiatore di
calore. Nei generatori a ciclo aperto il plasma & invece costituito dai fumi
ottenuti dalla combustione di combustibili fossili come il carbone. I fumi,
dopo il passaggio nel canale, vengono depurati dell’additivo e immessi

nell’atmosfera.

Nel generatore MHD non sono presenti componenti soggette a elevate sol-
lecitazioni meccaniche come invece avviene per le turbine. Questo
consente di lavorare a temperature piu elevate di quelle caratteristiche di
altri cicli per la produzione di energia. Di conseguenza, I’inserimento di un
generatore MHD come impianto di testa in una centrale termoelettrica

consente ’innalzamento del rendimento complessivo della centrale stessa.

1.2 Approssimazioni MHD

Nella sua formulazione pili generale, il problema magnetofluidodinamico
accoppia le relazioni della fluidodinamica ( equazioni di conservazione
della massa, della quantita di moto e dell’energia in regimi fortemente tur-

bolenti) con quelle dell’elettromagnetismo (equazioni di Maxwell).



Nell’ambito della conversione MHD si adottano alcune approssimazioni

che consentono di ridurre la notevole complessita del problema:

1)il problema fluidodinamico viene disaccoppiato da quello
elettodinamico. Si suppone che le grandezze elettriche seguano
istantaneamente le variazioni delle grandezze fluidodinamiche. Questa
approssimazione € giustificata dal fatto che i tempi di variazione
caratteristici delle grandezze elettriche sono molto inferiori a quelli delle

grandezze fluidodinamiche.

2) La densita di carica macroscopica del plasma ¢ considerata nulla. Cio
equivale a trascurare I’effetto di campi elettrici provocati da eventuali

perturbazioni locali della condizione di neutralita.

3) La corrente di convezione e di spostamento vengono trascurate rispetto

alla corrente di conduzione.

4) Il campo magnetico indotto dalle correnti nel plasma viene trascurato ri-

spetto al campo magnetico applicato dall’esterno.

1.3 Modelli numerici

La soluzione numerica del problema magnetofluidodinamico comporta la
ricerca di due modelli numerici, uno fluidodinamico ed uno
elettrodinamico. I due modelli, accoppiati iterativamente, forniscono la

soluzione al problema globale.

Nonostante le approssimazioni sopra: ~esposte, il problema magnetofluido-
dinamico presenta una complessita tale da rendere impossibile la formula-
zione di una soluzione analitica generale. E’ dunque necessaria la ricerca
~ di un modello numerico che fornisca una soluzione approssimata con un

opportuno grado di accuratezza in un tempo ragionevole.



La formulazione di un modello numerico si pud suddividere in due fasi
principali:
1) elaborazione del modello fisico del problema: lo scopo di questa prima

fase consiste nella formulazione di un equazione o di un sistema di

equazioni che descriva il problema dato;

2) discretizzazione: I’equazione che descrive il problema viene elaborata in

modo da ottenere un sistema lineare algebrico;

3) soluzione del sistema lineare: nel caso di problemi multidimensionali la
soluzione del sistema lineare & 1’operazione piu onerosa dell’intero pro-
cedimento. = Assume quindi un importanza fondamentale
I’individuazione dell’algoritmo numerico che meglio si adatti, in termini
di velocita di esecuzione e di accuratezza della soluzione, al particolare

metodo di discretizzazione utilizzato

La soluzione numerica del problema magnetofluidodinamico comporta la
ricerca di due modelli numerici, uno fluidodinamico ed uno
elettrodinamico. I due modelli, accoppiati iterativamente, forniscono la

soluzione al problema globale.

Nei capitoli 3, 4 e 5 sono riportati alcuni metodi numerici per la soluzione
del problema elettrodinamico. Nel capitolo 3 viene descritto il metodo dei
volumi di controllo, che presenta per0 difficolta di convergenza. Sono stati
percid sviluppati due metodi che prc{sentano sicura convergenza oltre ad
essere caratterizzati da flessibilita e velocita di calcolo.Nel capitolo 4 viene
descritto un metodo agli elementi finiti (FEM), basato su una formulazione
variazionale. Nel capitolo 5 viene esposto un metodo alle differenze finite
basato su una discretizzazione a cinque punti con fitting di tipo

esponenziale (DFEXP).



2. ELETTRODINAMICA MHD

2.1 Il problema elettrodinamico

Le equazioni di Maxwell per un plasma stazionario allinterno di un

condotto MHD, in base alle approssimazioni fatte, si possono scrivere

come seguc:
VxB=0 2.1.
VXE=0=E=-V® 2.2.
V-JI=0. 2.3.

Inoltre, considerando che nel generatore MHD in ciclo aperto &
trascurabile lo scorrimento ionico ed il gradiente di pressione elettronica,

la legge di Ohm generalizzata pud essere espressa come segue:

JxB 24.

J+B

=c(E+UxB)

Ponendosi nel sistema di riferimento usualmente adottato per lo studio dei
condotti MHD lineari, cio€ un sistema cartesiano ortogonale destrogiro
con l'asse x orientato nella direzione della velocita di massa del plasma e
l'asse z parallelo alla direzione del campo d'induzione magnetica, la (2.4)

puo essere riscritta in forma scalare:

o T 1 2.5.

Jx = = Bz L(Ex +VB),T B(Ey - MB)J
. . 2.6.
7y = 1+GB2 (E ~uB)+B(E, +VB)| °
J. =GE, 2.7.




Le (2.5.), (2.6.), (2.7.) possono essere riscritte sinteticamente in forma

matriciale:

{7}=[c KE}+{F},
dove

1 -B 0
o= 10
L+B 0 0 1+p°
-Bu
{ } 1+B2BVO u

Si noti che [0] € un tensore antisimmetrico.

2.2 L'approssimazione bidimensionale

Si supponga che le grandezze che compaiono nelle equazioni appena viste
siano indipendenti dalla coordinata z, e che siano trascurabili le
componenti delle grandezze vettoriali parallele all'asse z. Tale ipotesi €
ragionevole in zone del condotto abbastanza lontane dalle pareti laterali. E'
possibile quindi ridurre il dominio da tre a due dimensioni, analizzando le
grandezze elettrodinamiche e fluidodinamiche del plasma sul piano
perpendicolare all’asse z, piano contenente l'asse del condotto. Il problema

elettrodinamico stazionario ¢ quindi completamente definito dalle:

BCD 2.8.
E =—
X ax
E, - _E_}ib_ 2.9.




0oJ
aJ, +2% ) 2.10.
dx dy
G 2.11.
LT |(, +vB)-B(E, - uB)|
G 2.12.
A (£, - uB)+B(E, +vB)]
Dalle equazioni (2.8.)-(2.12.) si ottiene una equazione differenriale di tipo
ellittico nell'incognita potenziale elettrico ®:
2’®d 9°® od od 2.13.
5 + + yY)7—+ YY) =X, ’
3y f(xy) ™ g(x,y) 3 (x,y)
dove si € posto
of c d Bo )]
x,y)=—"1|1n +pPi—11
TeE=51 (1+32)_ B{ay{n(HBzJ_}
al. ( o Y] .la Bo )]
x,¥y)=—1In - p<—|In
8EI=551 [1—+|32)_ B{ax[ (1+52)_}
) 1+B*[ 3 [o(Bu+v)B| 9 [o(u-Pv)B
’ ox| 1+p* dy| 1+P? '
Risolvendo la (2.13) si ottiene il potenziale elettrico su tutto il dominio;
noto il potenziale & possibile risalire ai valori di campo eletrrico e di
densita di corrente mediante le (2.8.), (2.9.), (2.11)), (2.12.).

2.3 Condizioni al contorno

L’equazione che descrive il problema elettrodinamico stazionario €, come

gia detto, di tipo ellittico. Di conseguenza devono essere imposte delle
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condizioni su tutto il contorno affinché la (2.13.) sia risolubile. Vi sono

diversi tipi di condizioni al contorno che possono essere imposte:

1) imposizione del potenziale: corrisponde ad una condizione al contorno
di Dirichlet. I potenziali elettrodici possono essere conosciuti in base a
risultati derivanti da altri modelli o a misure effettuate su condotti
esistenti. In tal caso, sulla porzione di contorno corrispondente alle

pareti elettrodiche il potenziale pud venire imposto;

2) imposizione delle correnti: corrisponde ad imporre una relazione tra le
componenti del campo elettrico lungo x e lungo y. Un tale tipo di
condizione deve essere imposta sulla porzione di contorno
corrispondente alle pareti isolanti o alle sezioni di ingresso e di uscita

del canale, dove la corrente normale & nulla.

3) Imposizione delle condizioni di carico: quando 1 potenziali di elettrodo
non sono noti a priori, € necessario calcolarli utilizzando le condizioni di
carico. Si consideri ad esempio il generatore ad elettrodi continui
raffigurato in fig. 2.1. In questo caso le condizioni al contorno da

applicare alle pareti elettrodiche sono:

_L anodo

Rear

T | catodo

Fig. 2.1. : condotto di Faraday ad elettrodi continui
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®,..,=0

and

q)cat - (Dand = Rc I

ar” cat

I.=13.a8=]3-ds=I,
S

cat N and

La prima relazione fissa il potenziale dell’anodo come potenziale di
riferimento. Le rimanenti due condizioni esprimono il fatto che la caduta
di tensione sul carico R,,, deve uguagliare la differenza di potenziale tra
anodo e catodo, e che la corrente raccolta dal catodo deve essere pari a
quella uscente dall’anodo ad esso collegato. Le correnti anodiche e
catodiche sono espresse come gli integrali della componente normale
della densita di corrente estesi rispettivamente alla superficie dell’anodo
Sana €d alla superficie del catodo S, Un caso pilt complesso & costituito
da un generatore diagonale, illustrato schematicamente in fig. 2.2. Per la
generica coppia i catodo - anodo vale una relazione esprimente il corto

circuito tra 1 due elettrodi:

D, = (Dand,i

cati

ed una esprimente 1’'uguaglianza tra la corrente catodica e quella

anodica:

Lear
N
Rear -
— [
e
Sand,i
Oancar
S cat.i S
[ R ctear
B m

Fig(2.2.): condotto diagonale
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Ical.i = JJdS: J.st=land.z
Secat.i

Sund 4

Per la coppia di elettrodi connessi al carico valgono tre relazioni

analoghe a quelle gia viste per il generatore ad elettrodi continui:

D,.. =0

ancar

() o =R_1I

crear ancar car-car

I,= [J-dS=[J-dS
Sclcar S

adcar

Risolvendo I’equazione (2.13) associandola con le opportune condizioni di
carico & possibile determinare il potenziale sul contorno e all’interno del

dominio.
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3. IL METODO DEI YOLUMI DI CONTROLLO

3.1 Trasformazione del dominio e definizione del reticolo

Per passare dalla geometria divergente del condotto alla geometria
rettangolare risulta, pil conveniente per la soluzione numerica del
problema, ¢ possibile la trasformazione del dominio di calcolo mediante il

cambio di coordinate rappresentato dalle seguenti relazioni [3]:
§=x

_
1+cE’

n

‘dove x e y sono le coordinate del dominio originale, & ed 1 le coordinate
del dominio trasformato; c € un parametro dipendente dalla geometria del

condotto:

tan6
c= )
H(x)

X &

y
Fig.(3.1): schema della trasformazione del dominio
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Per discretizzare il dominio di calcolo viene utilizzata una griglia
“sfalsata” (staggered grid). Il reticolo di calcolo & infatti costituito da un
certo numero di elementi di superficie rettangolari confinanti gli uni con
gli altri. Nei punti centrali di tali elementi viene calcolato il potenziale
elettrico. Tali punti vengono denominati punti p e sono caratterizzati dalle

coordinate xp, yp. Le densita di corrente e i dati di ingresso relativi al
campo d'induzione magnetica impresso, alla velocita del plasma ed alle sue
proprieta di trasporto (parametro di Hall, conducibilita elettrica) sono

invece riferiti ai punti v, situati sul contorno dell’elemento.

i-1, j+1 i, j+1 i+1, j+1
3 2 )
Iy | In
|
i-1, j ;i i+1,j
- — FA d ¢’
Jew | s Jye
|
Jy’s
+ r r
i-1, j-1 i, j-1 i+1, j-1
® punti p
o punti v

Fig. (3.2): generico elemento della griglia
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dominante. L’algoritmo presenta quindi grosse difficolta a convergere. Le
difficolta crescono sensibilmente al crescere del numero di nodi contenuti
nello strato limite. Infatti, in tali regioni si hanno forti variazioni della
conducibilita elettrica e del parametro di Hall. Cid provoca, come appare
da un confronto con i coefficinti che compaiono nella (3.5), una sensibile
deviazione dalla condizione di diagonale dominanza. In tali condizioni la

matrice dei coefficienti risulta fortemente malcondizionata.

Per ovviare a tali inconvenienti sono stati sviluppati i metodi numerici

FEM e DFEXP.
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i-1, j+1 i, j+1 i+1, j+1
%
Jyn
> | n
!
i-1, j ;i i+1,j
o — “5 ——
er | s Jxe
|
Jy’s
SN — —
i-1, j-1 i, j-1 i+1, j-1
e punti p
o punti v

Fig. (3.2): generico elemento della griglia
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3.2 Discretizzazione dell'equazione.

Si faccia riferimento al generico elemento di griglia rappresentato in Fig.
3.2. La discretizzazione & basata sull'equazione di conservazione di carica
eletirica (2.10), che integrata sull'elemento e riscritta nella forma

‘trasformata porge il seguente bilancio:

(7, -7, )An + z, (7, =7, JAE = cm, Z. (7, -7, JAE 3.1.
dove: |
1
&, = 1+c€,;

I pedici indicano che le grandezze sono riferite ai punti corrispondenti
nella Fig. 3.2. Introducendo le componenti della densita di corrente lungo

xey,dalle2.8,2.9,2.11 e 2.12 si ottiene:

a(I) aCI) ' 3.2
J, Z[ ag +(v+Bu)B:l
J, =Z[ G%—?-—B-——-+(Bv u)B] >3

dove si € posto

c
1+B2

=Z§(B +CT|)

G=Z,(1-cBn).

3=

Sostituendo nella (3.1.) 1a (3.2.) e 1a (3.3.), si ottiene infine:
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0P
+Fﬂ"g

+(v, +B,u,)B, }}An +

oo od o
{Ze[——a-&—e + Fg——;e +(v, +B.u, )B‘} -z, {_TDE w

od od P 9o
aZ, {Zn[ 1l + anﬁn +(v, + B"u")B"]_Z{_BE,. —Bxﬁ*x +(v, + Bxu_,)Bs:I}Aﬁ +
(3.4.)

La (3.4.) & valida per ogni elemento in cui il dominio & suddiviso. L'ultimo
passo del procedimento di discretizzazione che fornisce il sistema
algebrico finale consiste nell'esprimere le derivate parziali con le formule

di differenze centrate:

90| @,-D,,

k|, A

od . (Di+l,j "(DU

o |, AE

a(D — q)i,j (Di—lj

on|, An

oD ~ (Dm,j _®lj

on|, An
ad - (Di+l.j +(I-)i;1.j-1 "q)i-l.j _(I)i—l,j—i
dg |, 4AE
oo - (Di+l,j + (Di+1.j+l —(I)i—l,j —q)i—l,j+l
ok |, 4AE
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oD - q)i,j+l + (I)i—l,j+l —(Di.j—l _(Di—l.j—l
on|, 4An
0P - q)i.j+l + (Di+l,j+l - q)i,j—l - q)i+l,j—l
on|, 44An

La presenza di un tensore di conducibilit e la trasformazione conforme di
coordinate rende necessaria l'adozione di una griglia a stella stella a nove
punti. Cid equivale a dire che nell’equazione algebrica che discende dalla
discretizzazione in ogni punto p;; compaiono nove incognite, relative al

punto p;; ed agli otto punti circostanti:

a.d. +a®. . +a d +a O +ap(I),.J.+

sw = i=1,j-1 s © i, j-1 se =~ i+l,j-1 w = i=1j

+a,®,, . +a,®, ., +a®

e ™ i+l,j nw = i-],j+1

ijn T aneq)i+l,j+l =1 3.5.

In caso di condotto non divergente, ciog nel caso in cui 1 = y, i coefficienti

della generica equazione relativa al punto p si possono esprimere come se-

gue:
@ =5+ (58, -1.8,)
6= E, + (5,8, ~Z )
= 2E 41(28,-5,8,)
= DE (28, -18,)
a, = -[%(zw +>:e)+§—;‘-(>:" +z,)}
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a.YW =%(ZJB~\‘_ZWBW)
0, =1(=.p.-L8,)
h 4 4 14 [4 s h
-lz.p.-58,)
a’lW —4 w w n n

1
a, =z(>:nﬁ,, -Z,B,)

ti,j = [(vw + Bwuw )Bw - (ve + Beue )Be ]Ay +

+[(B v, —u,)B —(B,v, —u, )B, ]Ax
Dalle precedenti definizioni si ottengono le seguenti relazioni:

a,+a,ta +a,=-a, 3.6.

a,+a,+a, +a,= 0 3.7.

Il coefficiente a, & sempre negativo; non & invece assicurato che gli altri
coefficienti che compaiono nella (3.5.) siano positivi. Infatti, mentre ay, a,,
a, € a, possono sempre essere resi positivi da un’opportuna scelta della
spaziatura della griglia, dalla (3.7.) discende che se dy, dse, Gnw € Ane SONO

tutti diversi da zero, almeno uno di essi & negativo.

11 sistema algebrico ottenuto dalla discretizzazione & rappresentato da una
matrice quadrata a banda con la diagonale principale ed otto codiagonali

contenenti termini per lo pitt non nulli.

Per la risoluzione del sistema lineare ottenuto dalla discretizzazione
secondo il metodo degli elementi di controllo viene utilizzato un algoritmo

di rilassamento a blocchi. La matrice dei coefficienti non & perd diagonale
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dominante. L’algoritmo presenta quindi grosse difficolta a convergere. Le
difficolta crescono sensibilmente al crescere del numero di nodi contenuti
nello strato limite. Infatti, in tali regioni si hanno forti variazioni della
conducibilita elettrica e del parametro di Hall. Cid provoca, come appare
da un confronto con i coefficinti che compaiono nella (3.5), una sensibile
deviazione dalla condizione di diagonale dominanza. In tali condizioni la

matrice dei coefficienti risulta fortemente malcondizionata.

Per ovviare a tali inconvenienti sono stati sviluppati i metodi numerici

FEM e DFEXP.
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