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Appendice 1

Appendice 1

SISTEMI DI COORDINATE ORTOGONALI

Coordinate ortogonali cartesiane

dV = dxdydz

dS =dxdy oppure

dS=dydz oppure dS =dzdx

A A Ay . . 3 :
(f =f, x+f, y+{, z ¢ una funzione vettoriale, f ¢ una funzione scalare)

Vf:§§+?£§+?£2
ox oy oz
of
V.f:ia_fi+_i ﬁ
ox oy 0z
X y z
fo=£ i i_ afz ia& §+ afx_afz /\+ Ty
ox Oy oz oy oz 0z Ox
f, f, f

o . . . . . A A A
(I versori degli assi sono indicati da x,y,z)
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Ststemi df Conrdinate Oviogonali Appendice |

Coordinate ortogonali cilindriche

x=reosg o[04 dV = RdR dp dz

W F=TREENE 0E {G Gy = F dpdz
. b - lll -

N R gi{

!
i
i
1
L

I

(f=f 41, cp ¢ & una funzione ves storiate, T8 una funzione scalare)

(1 versorl degli assi sono indicati da ¥.g.2)
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Appendice ] o Sistent di Coordinate Ortogonall
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Sisrend off Coordineie Criogorali Appedice |

Coordinate oringonali sferiche

x=rsenfeosy  ral0]

AV =" senti dR dep 46
{v=rsendseng  dal0x] _ ¢

o reosd palona] - AS=risenbdpad

(f=F ref 8+ F g & una funzione vettoriale, T & una funzione scalare)

B

{1 werson degli ass sono ndieat da v.8,0
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Appendice 2

EQUAZIONE DI LAPLACE

Equazione di Laplace in coordinate ortogonali cariesiane

e I S )
W me—— i — b —— =]
[ i "a 5 [y

supponendo che sia ana funzione @ variabili separabiit ovvero:

filz vzl X(0¥F e
si ol

14°% 1a'Y etz

Xt waht xdE

Nl L deve o wed
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e = o

denie o =

meegid e Y
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Foprtcizione ol Laglace Appesadice 2

Equazione di Laplace in eam‘dina‘fé:m‘.tﬁfgeﬁaii cilindriche

Por sempleis st constderd i caso Doz

-
V.

supponeade che Tsia una funzione a variabili sepasahill ovvero:

Hroghs= Brwian

Rt '
e se we=d

fposl s vadl

ar

fLosiver}  ose vl
) binlved ose w35
grlrd e

i we wvl)

eosl g vzl

pertante fa solasione generals ha ls forma:

. . .
O L T T LT T e s e T SR S T . WL R e . o .
Mgt e cg s ol o 3o rsenivis)+ }_.‘I-':_a cosfrgh s Y e Taenlegt+ Y A ooslve

i fed vl

se i ¢ una funzione ad un sol valore deve essere ¢, =0 e d, =0
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Anpendice 2 Feuezinae oF Laplace

Equazione di Lapiace in coordinate ortogoenall sferiche

Per sempicith s considert i} caso e
S

supponende che §sia una funzione o variabili separabili ovvera:

By oo = R EEY

AL '(;:(EE P U

aid

_ i s
cos G R

sl suppenga poi che sia

(PR 1T =13 5 0

A
-—-|w.‘,}1r -—in‘ e /-,I x..'f\ =1
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i
P

la soluzione delia prima equazione dilferenziale:

g Ll

fa soluzione dells seconda eonazione differenziate:;

EHEY e FloosdY polingeio & Lependredi grade! con P =023 .




Egnazivae ol Laplace Appendice 2

pertanteo ta soluzione generale ha fa forma:
)= S o fies )+ 3 by Bleos@)= 3t # b R cos 8]
ot el wu iy
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Appendice 2 Eguazione ol Laplace

Campn eleftrico generate da una densita di cariea elettrica i
lunghezza imnfinita

Se e p d 81 hache g =4 () e guindi:

pertanic la seiuzions generale ha fa forma:

@A),y Ing

B 1 , J,:_'r
- E.FH:':.__ SR W Foohy, et
£ Zme

siacll ehe @ —roer e e gquindl in guesio caso not solo non sone soddisfatle

i condivion normall all’infinito ma addivitiura 1 potenziale scalare diverge

quesio accade perché ali’infinite per soddisfare la conservazione della carica
eleflrica o1 deve essere una carica uguale & di seano opposta & quelia disteibuita
L D

sull'asse 2.

Campo clettvico generato da una coppia di densith di carica
eletiviea di lungherza infinita aventi stesso modulo ¢ segno
Gpposto

Per il principie & sovrapposizione degli effils ¢ imponendo U annuilamento ded
potenaale scalare nella mezzeria;




Eguazione of Laplace ) Appendice 2

# b

.. . i L i
girgb=l o, s
R
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FeXc Rl A R

N =i ——“

dalo che 4 =
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Appengdice ! Equazione df Laplace

{ampo magnetico gemram da un# corrente stazionaria di
hunghezea infinita

Sed=lzsihache A=A e quindi:

pertanto iz seiuzione generale ha la forma:

Alvel= o, b inr o sdaeine +

‘SW i el 1-=q:9']v:wT.-f> " mﬁ{'.-m'%Zc* F e - 2_/(‘ " egnsvg)

vk

se A S una funzione ad wa sol valore deve essere ¢, =0 e o, =0
per shnneiria atlorno allasse » deve essere:

far, w0

%'{?:' = (} ] oy

¢ ver v DR
eomg LT

4, =0

Alrom) =, iy dnr

TI_I.- .}H — b} L..;,p

VaFi=1%

applicande 11 teorema del rofore s otfiene




Eguazione df Loplace i coardinate ortogonali clindriche Apnendice 2

e 2y ]!1 1A 15‘1(1L[L1"§']}?Ti<1§{]
Sy ofoil che A

——r o ¢ guindl non sole in questo caso non sono soddisfalte
le condizioni normali all’infinite ma addirithera 1] potenziale vettore diverge
st accade perché sl mfinito pey soddisfare Pequazione di confinuita cf
deve essere g corrente uglsie in mcadul(‘a 2 opposta in verso atla corrente
passante pey Uorigine. :

{ampo magpetico generato da coppia di correnti stazionarie g
tunghezza infinita aventi stesso moedulo ¢ verso opposto

Perai principio di sovrapposizions degld effetti ¢ imponende amndlamento det
poterziale veliore nells mezena:

: - AL T ln.' —lnn
) R - L R “«'.““"'r I Ly {Inn —inn }—-
ix 27 2 2z ‘ i
1 o=
datg che 4. 500
L
i - lne d ]
TR . - IJ -0
A A : 2a oy

SERT - L0DR gF -
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i SPE - COS @
......... o H o o R-‘r L ,.._{_ Tl ___?:.(Z C?
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Apperuiice 2 Lguazione dif Laplace

Schermatura ¢i un campo elettrostatico uniforme con guscio
sferice condutiore

Consideriamie o capo elettrostatice wniforme nefle spazic vuoio diretto ad
egempio lungo Fasse =

BBk

Stoinunerga in fale campo ang corona sferia condutirics; e lnee del campo
eietlyice risulieranne deformate rispetfe alla sitnazione precedents

(VxE=@-+E=-Vg,

VD= o VE=RS A

=il Ey

imipenends le seguenti condiziond al contome;

b L]

~3 Ee = Ficos8E—sendl} ¢ guindl @, - — F reosf g menodiuna cosicne
Frenpid

Fean.

e

A

Ll oper Fowra foe guingdi @ wmoost oper —f oara R

e

a

e

—3 vafore finio

reall

s ollengono fe seguenti espressiond per ¢ nelle diverse regioai:

it

T M . N, . P R

g (e @ e Boreos i costante -vi_—_‘,ﬁf{-::{}s 2y :
bt 571

.:,;}:r'{}'] - ﬁi: R o R:

.01 =S 3r Ploosé) rek

b consegueniemente:

L AT R oL A S -
Elrdlte E cosdies B genf Z_U-H]I--j-f:_f (cosdFe senly —o e o 0F &
E T deosd

R, &= 6 Ro=rek,

- o 2 ] .
Bl 01 18 P leos s sanfS @ it
A Z Y deng g
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Egricgione i Laplace Appendice 2

Andande ora ad impore le condizionl & mccorde attraverso le superfict
sferiche di mierlhesia

P = Pl (=L cosd + costante + Xﬁ— Fleosé

38R Pleost) = f,

Dalka prima covazicne si ricava:

i, =4 E, - costanme) B,

Datla seconda eguarione 8 rleava;

” U= —F senl + 5o L
fﬂ“ ol cos

b 'J

i u".-aﬁ'

Paila prima equazione s ricava

e, Ideierminagto
g, = R

Dalla seconds equazione si fcava:

& mdeterminalo

o ' -

Eguind} in dehmsiva:

L . 7 PR o
A {r Fr e - B oos - costante - o ans ! Eﬁ'
I L

i




Eguasione di Loplace

Appendics 2

F< K

I:"\!';:' I:'I-.‘ I'()I\] = ,l'llj‘
. ™ '3 -
L [ FE o re B
fop Zodoos & lre] ~E et =2 pend [
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E{r, 0= E, cosd+ b
L " ! A -
Roar=R
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Edr, =5
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Appendice 3

RAPPRESENTAZIONE SIMBOLICA DELLE
GRANDEZZE SINUSOIDALIVETTORIALI

S1comsiden s funsione velioriale:

§ ()= f (r, E’}X—L}rk{i" ¥+ fqx, 1)z (3.1

avente component] sinusoidali con puisazione @

Jorty= 1 (ricos(wf +o.) (1.2)
7 L ArT) = F( {ricos{wi+@.) [3.3)
Fodr )= f, (rycos{wt +¢.) G.A)
deyve
¥ = XX+ yy+2z

Sostituendo e equaziont (3,27, (3.3 e (3.4 nelia {3.1} 51 othane:

£ ={J..cos0, o S COSE, % S CORg. ﬁ}ﬂﬂ%{ﬁ}f}—
. G
(J..seng, % S SR, ‘ﬁr’ + fosen, z}sm(a}z‘}
Pefipendo i vettort reall indipendentt dal tempo:
w{ f,.Cos@ i+ [ cos@ j+ £, cos0.k) (3.6)




Appendice 3 Rappreseniazione Simbalica

f,=(/.sengl+f seng j+ /. senpk) (3.7

& soshituendo be equaziond (3.0) e (3.7 nells (3.5, risulla evidente che i} veltore

£ pud essere espresso come:

. I 3 ' ..l'lm'r ’ F
f =Re| (£, + i, Je } (3.8)
. ml
Si definisce Rappresentazione Simbolica o Trasformaia di Sweinmesz di f 1)

VELOre cornpiesso:

£ =1+ jf, (3.9)

L]
Fra il veitore complesso T ed il vettore reaie f esiste una corrispondersa
*
biuniveca ovvero ad ognl vettore ¥ corrisponde uno ed an solo vetlore I e
viceversa, (Qundi in regime sinusoidale & assolutamente equivaiente lavorare
net deminio def tempo o nel dominin defla Trasformata 4 Steinmetz. § not

che la Trasformata 4 Steinmetz costituisce 1} case particolame  delia

Frastormata di Fourier applicata 2 grandezre & tipe sinusoidale.

e



Egunzione Jf Bessel Appendice 4

Appendice 4

FOUAZIONE DI BESSEL

Lo nsoluzone detl’equarione di Hebnolz In coodinste ailindriche e sferiche

con il meiode & separazione delle variabili, ricondiee all*equazione di Bessed:

!f( ..:.,,,.'...... e ff e e {:h-"' - H: JJ{I = {El {4_ 1]

Dpve in generale i & $ con Redi! > 0 {libro russo] ¢ per semplicitd st suppone
che sia ne 37

S pud dimostrare che la selarione dell’equazione di Bessel pud essen: espressa
come combinazione Haeare defles sepuenti fanzond nofe come funwon &

Bessel del 19 tpo di ordine i

PN O
ST Y e oo A (4.2)
A é.mfi"[;n-r-m—:-i}i 2 :

(4.3

S TN T Y

FITOSTD) S i A
|

o

Dove P{1y 2 l U conve BT & nota come funione garma & Eolera.

Inteprande per partd si deduce 4 seouente velazione:

Pivy={v =1 e =13 {443

Hale foreala formisce lo spumto por costruire H profungaments analitico dalia

furzione T neila regions v 50




Appendice 4 Eguazione & Bessel

o com

vy

(.5

m——m—————

| —

-

Seope R e funmond (4.2 ¢ {4.3) wono lincarnente indipendentt fra d2

inro, menire se o0 s F st ha che:

fp—130 per v=1234,
Fvyei ity _ 2,34,
e e v =L D -3ed

¥
quindi 1 primd 2 -1 lerminl deila 1 (0] st anncilano e conseguentemente si ha

el

;o gy T g
i) = (=13, () (&3
quindi i tale caso le due funriond cessano di essere Hneatmente indipendent,
1 problema della determinazione di wryalira Rmzione linearmente indipendente
spetto a J {u) sirisolve consideranda al posto delia T _(0) ung combinazione

n .. L .
Hoeare di 3 _(ud o di J..,-;{f{} nells forma:

i If_f:') cos(ng - T_ {z:_r}

seninm

coft me B (4.0

O

neta come Tanzione di Bessel del 2° tipe di ordine 1.




Equazione of Hesgel Appendice 4

. . . - '_ L " -
ab Hote per med s opud dimostrare che ¥ {w) ¢ sncora lineanmente

a -
indipendents do J_ (1) e pud essere espressa nel seguente medo:

g e

Pt

L

L

_ | e :

H A - .

. . |2
.

—"
.
-
=
—
i
| —
T
—
T
e
H
}

i AT I
B t6) j[rg}mmZL a2y

o iy 5tk

H s s Al
Pe | SHEE
e s; J == M! L
| 7ot (=102
i E - i LA {43)

T g:«?'{rr*ﬁn

con LN s @ mdicgio 1 logaritme naturale in carpo compiesso date da:

NG & e fpr 2k) con ke % (4.59)

la cul definkzions deriva direttamente dalla formula = = sz gt

d ora in poi si sapporrd & =0 e quindi &1 considererd Pargomena principale .

) ].-.{fw]‘.:l
col v E(iniv)y = —”{ st & mdicsta fa funzione digamma i Bulers
1*

"L liny — ----------- = lim

. ]15*]} £ [ A— _(}rg EE 1 PN B ]:15:1} = {flf =

PR i ]

_{{f i3 7 cir

g




Appendice 4 Eguazione di Bessel

seov=1,2.3.4,......8 hache

. Gk}
[(v) = (gt 2 = (pm]Y
b k
eoundi la funzione dipamms asswne [a fonma:

B - per v=l 410
{', g T
pHy per v 2345, o

el g

. 3 L R - '
dove f, &% - & il numero armonice v-1 esimo

i definitiva per ns Z, ed utitizzando per Y (i) 1o sviluppa in serie & j Rt3

5 e t]fﬁ\.‘illf} &‘LLLE-H_ :35]}1{.‘5‘?101?]
¢ \I.lu"l':'\._lll
oo |
f {.:‘J =y we b gomn=E 2R L 4.11
' Zmﬁ{ﬁ*—”ﬂ‘ 2 o { :
\ A
RTINS B R ARG R
V=" LN ey lf{za}_—z%w-]}rﬁ ] ;QZE; (4.12)
}_:._ "\"‘";? T 1 mlr :"\ [ 2] /i‘

(4.13)

[ l'] u :!/ u \E:;:-.:\.»sil_« " ; s |
e . g EE—-!-ZT; gone n=1234. .

Tamatnem 20 A EYE R

Tt ——1 (4.14)
ny f::'} _____ =3 per mw 2.3 t4.15)




Eguserzionms o Bessel Appendice 4

1

a3
wrip |11

b

¥,

r »
u;

ey |

" . n 5"" '\.li
) PN Gl Y

cor w1 e

s
e .

i

T () ot eeeseeigie—25 per 1=0,1,23, 0

s

- per e 5,2, 3

e

cos{i} =

senf g_;;] PR {’:3 g 3

i1 : {_fr:;! = J,.;{z:"} - }'_1(:::_\] funzione di Hanked del 2% tipo di ordine n

(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.1




Appendice o

HL ()

per m=0125 ...

.- - - .. . " ' - ' - - - [}
SE s pone uo= fo e siosostituisce nellequazione di Bessel st ofifens un primao

tipo di equazions di Bessel modificata ¢ consepuentemente:

R g I e B Al ) L S A— b
tr _;mm?].'(;?-:r-mﬂ}il 2 ! g mil{n+m iy 2

foos o, e ] : {‘ E
Flat= Y ———— el S
. 2._‘._3.'?}}[“{_?1 w1 2

LT

L]

£, & nota come funzione di Bessel del 1%tpo maodificata di ordine n

Fiién= 7

R i a b Ll cos(nr) =1 (o)
Senl e

o

K, € nota come funzione di Bessel del 2%po modificata & ordine n




Eguazione off Bessel Appendice 4

R(6)= 7T

+
per K& diffuss anche a seguente definizione alternativa non equivalente

T ‘; {f-{,l_l;:. {er] ‘T el :_ Hi A .-...~ a1
() = ottt 20 L G0+ PEGE =S E s
2 e ) :1 1z

" - .:

se el sthache /28 T

= nells prinsa definizione

Loy ——mrl

IR e e 1 1 S

)

- = ;

.-!E. L'.(.Z'\F ----------- }"_]H £
-

K, (1o — =1 eon =125

con B2 30

&




Apnendice 4 Eascrgione of Bessel
&/ :

. i ]
r o * - i " =
Y] > 37— o per m=01.2,3,......

Ty 4 : i
ﬁ"rr i it

GPpLUre

. _ -

P it pes _

P Aoy o f —per n=0L2.3,......
£ [

" . L) Lo - . . - " . - . L
Se sl pone @ f 0o eosl sostindses neliequazione di Bessel sl oftiene un

seconde tipe df eguazione d Bessel modificata e consepuentemente:

Jo T ay= g f 0T B ber (&) + jhei ()

i ey K T 62 ke (63 + fhei (60)

SRR

P LN @) Ty = 5 KT 6 R e, () et (60)

dove ber hef ket keig B

Vi aliro caso importante & guello in cul s

>

[

]

| =1
[

| Ln

indal caso s hache con k=0,1.2.3,.......... & ha che:

81




Lipuezione o Bessel Appendice 4

o0,
£, e G L
29 kg dod Y tcosy

P

T Z . o] P
‘] H l;-.”z] = { ; .; N‘; | j H
. _ ot 1 ..,,__1._ R L [ | i /. |\' ” ( }1,- I E E

IEH e pat =t " o

Pod
i
!

Adtre formale mporianst sono:

r I L
------ e duy =t )
FeiTa - o

ot _ Z_,E { i'.r] )

i ow W

]

_ Zuil®)

v

zf I:_Ie'j e .;-_-{J” (M h }, (1

¢ uod seluzione qualsissi deil’ equazione di Bessel,




Apprendies 5 FPotenziali

Appendice 5

FPOTENZIALI SCALARIE VETTORIALI IN
REGIME SINUSQIDALE

Al find delinwilizzo del seorema di equivalensza & vile ssprimere le eguaziont di
Maxwell ¢ & cortlanitd i ana fonma che tenga conte deila presenza ¢ cariche
magnetiche ¢ correnst magnetichs ovviamenie fitdzie ma wili per deserivere i
probiema da v punto d visia malematico:

VxH = {Jews+ y | Ex f

Vo B w - fg BB B

o "
; ]

B * o
Vi orE+JF i=wjop

\-\. -

VM m

da gueste equazioni derfvane le seguentl equazivnl di raccorde attraverso
superficl di separazione fra materiali diverst efo superfici di supporto per
correnil superficiali

R

o, By - Es | M,

Bl = f= e o

el B By

1 problema pud essere risolte intreducende opportuni potenziall scalan e
vetloriali

consideriong prima it case in cui sono presenti e sole sorgenti elefiriche ¢
successivamente i caso in of sono present fe sole sorgenti magneliche:




Poesziali Appendice 3

R H ={ fme by B

daliz scconda equazione i Maxwell considerando Ta propriets degli opevatort

o +
diffevenziall ¥Wx=0 & ouwjene che 1 campo magnetico Hoopud essere
- L

sspregss come BHoa VxA

selitamenie s effeliva 1o seelia B =-wVWVu il
£

dove A @ dette polenziale veliore magneico

e conseguenternenie andando a sostituire nuovamenie nel’equagzione () sl ha
che:

W » ¥ G At £

P

constderando la propriesd degli operator: differenmall V=V =8 6 ottiene che

solitaments 51 effeliag i scetia B4 Jo A=~V ¢

dove @ @ detle potenziale scalare eletirico

ancdando a sostituire le due equaziont netla prima eguazione ¢ ponende
LRI v SR v v AV v

s otliene;

CIN A fend e —— g = gk
: FLC

- AS

i

L]
per b teorems di Helmotz sioba che A @ univocamento determinaio se

conosctame Ve A4 o VA




Appendics 3 Potenziali

-
wel caso in esame 1f VxA ¢ fissalo e quindl mimane un grado di Hbertd

cosiitubio dalla VA

-

affetniame b scelta VA S m_fﬂ:},{i% &
1

4 ¢ nota come scelta di Loreniz

jer

vvvvvv—‘/

s A

@ conseEneniEmenie sl otiene:

B o L --------"v-?v};wwwwvg VoW ;':L

HETHEE S,
1__~ l;r e )Iu

ViA-d A =-ul,

andardde a applicare la divergenza Vo oalla prima equazione di maxwell o
sostituendo nell equazione &1 contimaita s1 ofticne:

L

.

&

andando a sostiture nelle eguaziond:

dove, o= o+ o,

o + w

\;;.rl:;r.- Ig:_o_ J.\] — w_.":a},l’:j o o

RPN S

FF ==,
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Potensiali Appendice 3

o o DD,
& gillnds g1 B ches 2 ~ =

oassando al caso deile sorpenti magnetiche:

9k (o + )
KV 5: = o {0 ijl “

-

VM, = = Jed

dalla seconda cquazions 41 Mavwell considerando I proprietd degh operaiont
L] -
differenziali VWx =10 si otflene che i campo magnetice B ped csscre sspresso

some Bon Vel

\ - " ] o
soditamente s effetua lascelts e o ——— W

-’

dove F & detlo potenziale vestore eletirico

¢ conseéguenlemente andando o sostiivire nuovamenie nelegquazione () sl ha

W x H+ jo F !

P

.
¢ quimdi considerando la propriesd degll operater! differenziall Vav-=§ s

L i -
citzene che il campo elettrico B pud essere espresse come H+ joF o Vi

L -
soditamente si effenius la scelta Ho joF = Vi

L

dove e detlo potenzale scalare nsagnetico

andande & sostituire le due equazioni netla prima eguezione e ponende
VIR TV kT

st otticne:
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L :_ '/ i
ViF-g FoV- ;"TF ffr:;..f 5 rm’iw- t;f =-| PENEANYY
1 L Ja) o )

14

- .. kil - "
per 1 teorems db Helmotz st ha clie F & univocamenic determinaio se

B .
conosciamg Vel ¢ VF

*
net caso moesame 1 VxIl & fssato-e quind mmane un grado di Lbertad

costitniio dalle VE

. ;
effettniann lo scelis VF 2 ---g;'m;;| £+ i;.f nota come scela d Loventz
1 _‘i'-"' J
¢ consegueniemente si ottiene:
+ L] § +
H=-jwfFe————WV.-VF
S Yo
Jeaph & 5 -t i
RN
+ 4 ;7 ¥ N
L : LY
‘\.‘ < B T F o _} B e E}JI;
[ G

andando a applicare B divergenza ¥ alla prima equazione di maxwell ¢
sostituendo nell’eguazione di comtinuizd si ottiene:

Vi
i

Ll L
F=u Foiy .-:@.—!"*'““-',— ***** 2 A
JIN R,
i f”? i
]
}% = fce}}' e 7 —R g Ew —"r ¥ J;
ol i
ot g e '
Lo ey
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Pertenzicdi Appendice 5

Primeipio di dualith

Siverifica che le L {00 5 00 () sono invatiantl sotte i sepuente nsieme &
sostitizioni formall

3 s M
N )
o b
o —p
A - F
..... E o A
l;:' - 4:’
W — g
P i
C o B
o —F

- +H - +H

tale proprictd permette di ottencre de formule valide nel caso J =86 M =8 da

quelic valide nel caso F, = & M = 8§ ¢ viceversa.




