CAPITOLO IT

2.1 DESCRIZIONE DEL MODELLO FISICO DI NASTRO RETTILINEO

Il nastro multifilamentare rettilineo & il sistema fisico su cui si vogliono analizzare
le disstpazioni elettriche, doyute all’effetto combinato di una corrente di trasporto ¢ un
campo magnetico esterno, entrambi variabili rispetto al tempo secondo una funzione
nota.

Il sistema fisico di riferimento ¢ una lunghezza infinitesima di un nastro
multifilamentare rettilineo, sufficientemente lungo da trascurare gli effetti di bordo. I
materiale superconduttore (BSSCO) & nella forma di filamenti rettilinei, del diametro di
alcuni pum, immersi in una matrice di lega Ag-Mg.

La fig. 2.1 rappresenta alcune seziont di nastri multifilamentan, con diversi numen di

filamenti.

Fig.2.1 — Sezione di diversi nastri multifilamentari. Le aree pil scure rappresentano le sezioni

dei singoli filamenti, quelle pit chiare la matrice metallica di argento o lega argento-magnesio

In fig. 2.2 ¢ rappresentato lo schema della sezione del nastro con la terna di riferimento.
La corrente di trasporto I, ¢ parallela all’asse z mentre il campo esterno B, € paralielo
al piano x-y, e la sua direzione ¢ data dail’angoio o rispetto all’asse y, posto ortogonale
alla superficie estesa del nastro. Il campo esterno si assume costante su tutti i punti della

sezione.
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L’incognita del sistema ¢ la densita di corrente sulla sezione, che insieme alla relazione
costitutiva E = f (J) , consente di calcolare le dissipazioni elettriche sulla sezione,

corrispondente ad una lunghezza unitaria del nastro, usando la relazione (1.1).

z -
Fig. 2.2 — Schema della sezione di nastro come considerata dal modello descritto in questo

capitolo, con la terna di riferimento

In questa configurazione, il campo magnetico esterno ha una componente che & sempre
nulla, quella parallela all’asse z, mentre la densita di corrente J, che & data dalla somma
della densita di corrente di trasporto e di quella indotta dal campo magnetico esterno, ha
sempre due componenti nulle, quelle nel piano x-y. Anche il campo magnetico generato
dalla comrente che circola nel nastro, B;, & parallela al piano x-y, questo deriva dal fatto
che si trascurano gli effetti di bordo. Pertanto i vettori J, B¢ , Bj, hanno la seguente
struttura:

J={0;0;):(xy)}
Bex = { Bexx (X,Y) ; Bewy (,¥); 0 }
Bj = { Bjax (X,Y) > Bj’y (x,y) ) 0 }

Come si pud notare nella fig. 2.1 la sezione del nastro non & omogenea, nel senso che ci
sono delle regioni occupate dal superconduttore, € altre in cui & presente solo la matrice
metallica, quindi per ognuna di queste regioni vale una specifica relazione costitutiva.

E possibile descrivere questa struttura della sezione del nastro in almeno due modi.
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Alcunt autort [12,13] definiscono una regione centrale nella sezione, e la considerano
interamente occupata dal superconduttore, mentre la regione esterna la considerano
occupata solo dalla matrice metallica. Le dimensioni della regione centrale occupata
solo dal superconduttore, si rilevano direttamente dalle microfotografie della sezione.

L’altro approccio, adottato in questa analisi, consiste nel considerare per ogni punto
della sezione, la stessa equazione costitutiva, determinata come media pesata delle
proprieta elettriche della matrice metallica e del superconduttore, usando come pesi le
corrispondenti superfici occupate nella sezione. Questo significa che la densitd di
corrente in ogni punto di tutta la sezione, si considera come la somma di due contributi:
uno dovuto alla corrente che circola nella matrice metallica e 1’altro dovuto a quella che

circola nel superconduttore (effetto sharing), cioé :

Jo=Tn (1- ) + ff - Jic in cui ff & il fattore di riempimento definito nel
seguente modo:

o - Area occupata dal superconduttore

area totale della sezione

da cui segue la seguente espressione per la relazione costitutiva finale, adottata da

questa analisi:

1
E E

J=E,(l- fﬂ(g—) + JC,W(EJH @.1)

in cui o & la conducibilita elettrica della matrice metallica, ff ¢ il fattore di riempimento
¢ Jeeng ¢ la densitd di corrente critica ingegneristica, definita come il rapporto tra la
corrente critica con I’area complessiva della sezione.

Secondo questo modello, per valori bassi di corrente, rispetto a quella critica, si
considerano dominanti le proprietd superconduttive del nastro, invece per correnti
superioni a quella critica, la componente di corrente trasportata dalla matrice metallica
diventa rilevante. Questa interpretazione & evidente nella fig. 2.3, dove si pud osservare
che in commspondenza di un valore di densita di corrente superiore a quella critica, il
campo elettrico corrispondente al sclo superconduttore ¢ molto pil alto di quello che
tiene conto dell’effetto sharing. Segue dalla prima equazione di (1.1), che questa
differenza pud condurre a valori di perdita molto diversi.

Con la configurazione appena descritta si tengono conto solo delle dissipazioni dovute

alle correnti che circolano nella direzione parallela all’asse z, ¢ non di quelle dovute a

22



correnti che circolano nelle direzioni ortogonali a tale asse. Sulla base di quanto
descritto nel precedente capitolo, questo significa che si considerano solo le perdite
isteretiche nel superconduttore e quelle ohmiche generate dalla parte di corrente di
trasporto che circola nella matrice metallica, non si tiene conto quindi delle perdite per

accoppiamento tra i filamenti.

Curva E - J in un nastro multifilamantare dl BSSCO
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Fig. 2.3 — rappresentazione grafica della relazione costitutiva tra E ¢ J in un nastro
multifilamentare; nel grafico sono rappresentate le componenti della densitd di corrente dovute

solo al superconduttore (Jhts), alla matrice metallica (Jm) e la densitad complessiva (Jtot).

Le equazioni di base di questa analisi sono le due equazioni di Maxwell:

VxB=4Jd
22
VxE=—a—B @2
ot

nel superconduttore si considera la seguente relazione traBe H : B = pgH.
Insieme a queste occorre considerare anche la seguente espressione, che esprime il

vincolo legato al valore della corrente di trasporto, che & imposto dall’esterno:

[0.G.y) axdy=1, 23)

Le equazioni (2.1), (2.2) e (2.3) sono sufficienti per individuare, con opportune

elaborazioni, il sistema di equazioni differenziali, in cui tra le incognite c’¢ la
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distribuzione della densita di corrente sulla sezione. Per queste elaborazioni si possono

usare i metodi (T - Q) e (A - D), gia introdotti nel precedente capitolo.

2.1.a Metodo (T - Q)

Le grandezze fondamentali di questo metodo sono il potenziale vettore di
corrente T e il potenziale scalare Q, definiti dalle seguenti espressioni:

J=VxT 2.4)

-Va=H;-T (2.5)
dove J ¢ la densita di comrente ¢ Hj ¢ il campo magnetico generato dalla densita di
corrente J.
La relazione tra la densita di corrente J ¢ il campo magnetico H nel superconduttore ¢
lineare, questo permette di applicare il principio di sovrapposizione degli effetti
all’equazione della circuitazione magnetica da cui si pud ottenere la (2.5), come
dimostrano le seguenti espressioni:

VxH=J=VxH, +VxH,=Vx(T-VQ)=VxT (2.5.2)

Il campo estemo Hey € generato da correnti estemne alla sezione del nastro, che ¢ il
dominio del problema che si vuole analizzare, pertanto il rotore H,, di sulla sezione del
nastro ¢ nullo. Questo significa che le correnti che generano H,, non si concatenano con
il bordo della sezione del nastro.
Se si considera un vettore T con la seguente struttura:

T={Tx (xy); Ty (x,y) ; 0} (2.6)
si pué verificare direttamente sviluppando il calcolo, che vale la seguente relazione:

Vx {Tx, Ty, 0} ={0;0;7:}
questo significa che il vettore T déﬁnito in (2.6) & adatto per descrivere la densitd di
corrente in questa geometria.
Il vettore T ha solo due componenti non nulle, sono quindi necessarie 3 equazioni
scalari per calcolare il vettore T e la funzione scalare 2, da queste si pud risalire alla
densita di corrente mediante la (2.4).

Se s’introducono 1a (2.4) e (2.5) nella seconda equazione di (2.2) si oftiene:

éB 3 0
VxE=—"=—y —(H, +H, }=—py,—(H_+T-VQ 2.7
E=-— ﬂoat( o tH )= —(H,, ) 2.7
a cui corrispondono le seguenti equazioni scalari:
OE, OE, o [ 0 ]
comp. asse X : L —L =y —tH,_ (x5, )+T.(x,y)——(x, 2.8.a
p y & “a ax (59 + L% y) = —=(%.y) (2.8.2)
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OE, ©OE, __ y _‘9_[ H, (x,y)+T,(x,y) —%f—(x, y)] (2.8.b)

comp. asse vy :
P-a3€Y: % T

oE, OF o) oQ
.assez: —L——X—_y —|——"(x, 28c¢c
comp. asse z PO £, at[ . (x y)] (2.8.0)

11 secondo membro delle equazioni (2.8.a) e (2.8.b) non dipende dalla variabile z, quindi
neanche il primo membro dipende da questa variabile. Questo significa che le derivate
parziali rispetto a z delle componenti del campo eletirico E, ed E,, possono al pin essere
uguali a delle costanti. Tuttavia se si considera che lungo le direzioni parallele al piano
X-y non ci sonec delle correnti € che comunque nessuna grandezza dipende da z, queste
costanti si possono assumere uguali a zero. Pertanto nel primo membro delle (2.8.a) ¢
(2.8.b) compare solo la derivata parziale della componente E, del campo elettrico.

~ In questa geometria il vettore H; & ortogonale all’asse z come anche il vettore T, quindi
la componente lungo I’asse z di questi vettori ¢ nulla. Da questa considerazione e dalla
(2.5) si ottiene la seguente uguaglianza:

Questo significa che la relazione (2.8.c) & una identita, quindi non & un’equazione utile.
La terza equazione si ottiene dalla legge di Gauss per il campo magnetico:

V'B=O=V-6—B
ot

a cui corrisponde la seguente equazione scalare:

2 2
0 Hax+];_@ .|.._6_._ H, +T _@ =0 2.9
oox] = axl eyl 7 7 o

Il sistema di equazioni costituito dalle (2.8.a), (2.8.b) ¢ (2.9), insieme alla relazione

costitutiva (2.1), & un sistema chiuso, nel senso che contiene 3 equazioni linearmente
indipendenti, nelle 3 incognite Ty, Ty e Q. L’equazione costitutiva (2.1) in questa analisi
si riferisce solo alle componenti lungo z del campo elettrico ¢ della densitd di corrente,
questa permette di esprimere la E; in funzione del rotore di T secondo la (2.4).

Le condizioni al contorno si ottengono dalla (2.3), che esprime il valore della corrente di

trasporto, che & un dato noto del problema:

[, y)-dxdy =1, = j (VxT)- #dS = tj’TdL

sezione A Sezione bordo

Questa espressione fornisce il valore dell’integrale di T, ma non permette di fare delle
valutazioni oggettive sulla funzione integranda, nel senso che non si puo dire nulla sui

valori di T nei punti del bordo.
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BORDO T= cost.

Sezione del nastro

BORDO T=cost.

BORDO T=cost.

Fig. 2.4 Rappresentazione grafica delle condizioni al contorno del metodo (T-Q2)

Alcuni autori assumono il valore T costante su tutto il bordo, in modo tale da avere :
To=1y/ Ly

dove L, rappresenta la lunghezza del bordo. 1l bordo & posto lontano dalla sezione del
nastro (fig 2.4) , e il dominio, esclusa ovviamente la regione occupata dalla sezione del
nastro, & considerato costituito da un materiale simile al vuoto, con una conducibiliti
elettrica molto pili bassa di quella che si ha nei punti della sezione del nastro. Il valore
basso della conducibilitd del materiale simile al vuoto, smorza la propagazione verso il
bordo del dominio, di tutto cid che si manifesta all’intemo della sezione del nastro. Se
questa conducibilitd & abbastanza piccola, la corrente di fuga in questo materiale simile

al vuoto & trascurabile, quindi si pud ritenere costante su tutti i punti del bordo [...].

2.1.b Metodo (A - D)

Le grandezze fondamentali di questo metodo sono il potenziale vettore A e il il
potenziale scalare @ definite dalle seguenti espressioni: |

VxA=B (2.10)

Ez-VCD—a—A 2.11)
o

dove B rappresenta il vettore induzione magnetica, ed E il campo elettrico.
L’induzione magnetica B & dovuta alla somma dell’induzione magnetica B, generata

da un campo magnetico estemo, ¢ B; generata dalla corrente presente sul nastro. Come
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gia detto in questi materiali la relazione tra la densita di corrente J e il campo magnetico
H é lineare, pertanto si pud scrivere:

B =B, + B;j (2.12)
Se s’inserisce la (2.12) nella legge della circuitazione magnetica, e si constdera la (2.10)
si ottiene quanto segue:

VxB=poJ =VxBa+VxBj=Vx(VxA)=V-(V-A)-V4A

(2.13)

Come gia descritto nella sezione dedicata al metodo (T - £2), il rotore dell’induzione By
¢ nullo, perché dovuto ad un campo magnetico generato da correnti esterne alla sezione
del nastro, mentre I’ultimo membro a destra si ottiene dalla seguente identita vettoriale:

Vx(VxV)=V - (V-V)-V?V
dove V & un generico vettore.
Se si considera un vettore A, con la sola componente non nulla lungo I’asse z, che
dipende solo dalle variabili x e y, cioé:

A={0;0;A;(xy)}
si pud verificare, eseguendo direttamente il calcolo che I’induzione magnetica che si
ottiene, mediante la (2.10), € ortogonale all’asse z e dipende solamente dalle variabili x
¢ y. Questo significa che con un tale vettore & possibile descrivere i campi magnetici
nella configurazione che si vuole analizzare.
Con il vettore A definito in questo modo, vale la relazione (V - A) = 0 , che inserita
nella (2.13) permette di ricavare la seguente espressione:

VZA; =-pod (2.14)
Se si tiene conto che il vettore A; ha solo la componente lungo 1’asse z non nulla, e che
questa non dipende dalla variabile z, la forma estesa della (2.14) diventa:

o’A oA

J.z ez

ax2+ay2

= _!lﬂJz (x’ y )

1a cui soluzione generaie € [15] :

sezione

4, xyy=- | ‘“"J;f’ 7) Iogl|‘/(; - ‘f)z: b-7f Idqu (2.15)

dove r, ¢ una posizione di riferimento arbitraria, il cui valore & fissato secondo criteri di

convenienza. In questa analisi si considera r, corrispondente ad una unita di lunghezza

lineare, quindi, tale termine non comparird pit nelle elaborazioni successive della
(2.15).
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L’equazione (2.11) corrisponde a 3 equazioni scalari, di cui solo quella corrispondente
alla proiezione lungo [’asse z & utile a questa analisi, poiché le componenti del vettore
A, lungo gli assi x € y sono nulle. L espressione di questa equazione ¢ la seguente:

g - 02 04
o ot

(2.16)

Come gia detto la relazione tra il campo magnetico ¢ la densita di corrente e lineare,
quindi anche la relazione tra la densitd di corrente e il potenziale vettore A ¢ lineare,
poiché il rotore & un operatore lineare. Questa considerazione permette di scomporre il
vettore A nella somma di due componenti 4; = A, + 4;; , dove 4,., rappresenta il
potenziale vettore dovuto ad un campo esterno, e 4; quello dovuto al campo generato
dalle correnti che attraversano la sezione del nastro, nelle direzioni parallele all’asse z.
Se s’inserisce questa scomposizione nella (2.16) e si considera la (2.15) si ottengono le
seguenti espressioni:

oD o4 ob ¢
% o & o

_ _@_ aAz,ex _E ﬂon(f,f]) __ 2 _ 2 f
£ =-2-Dm 2 [ A e Do flx- 2 + () agin  @17)

che insieme alla relazione (2.1) che esprime il campo elettrico in funzione della densita

di corrente, e alla (2.3) costituiscono un sistema di 3 equazioni, da cui se ne pud

ottenere uno di 2 equazioni differenziali nelle incognite J; (x,y) € % , che & il seguente:

aAzu oJ; ’ 2 2 |
£,=-00-Tae 2 [ Lol o [T g 4 o) fasity

: dz ot
IJ,(x,y)-dxdy =1,

tezione

sezione

Questo sistema ha due equazioni linearmente indipendenti nelle incognite J; (x,y) e

oQ

oz

Il termine e si considera costante su tutti i punti della sezione, questo significa che si

considerano equipotenziali tutti i punti che appartengono alla stessa sezione. Questo si
ottiene con delle condizioni al contorno costituite da superfici equipotenziali, in modo
che la differenza di potenziale tra due punti qualsiasi, ¢ la stessa di quella tra le superfici

a cul 1 punti appartengono.
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2.1.c Analisi comparativa

Nei paragrafi precedenti sono stati sviluppati 1 metodi (T - Q) e (A - @) per
individuare 1l sistema di equazioni differenziali da cui ricavare la distribuzione della
densita di corrente sulla sezione del nastro, che insieme all’equazione costitutiva (2.1),
permette di calcolare il valore istantaneo della potenza elettrica dissipata nella
lunghezza unitaria di nastro. Questo dato integrato su un determinato intervallo di
tempo conduce al valore della quantita di energia dissipata.
I sistemi ottenuti da questa analisi si basano su grandezze elettromagnetiche differenti, e
quindi i sistemi ottenuti sono diversi, nel senso che i processi di ricerca della soluzione
richiedono degli approcci diversi. La soluzione finale comunque deve essere la stessa,
questo significa che non occorre risolvere entrambi i.sistemi, ¢ quindi sufficiente
sviluppare un metodo di ricerca della soluzione solo per uno di questi.
La scelta di quale sistema risolvere si basa su criteri di convenienza, con lo scopo di
semplificare il pil possibile il processo di ricerca della soluzione, e di conseguenza di
avere dei tempi di calcolo pit ndotti.

Un parametro che influenza in modo rilevante il tempo di calcolo ¢ il numero di

incognite: il metodo A-¢ conduce ad un sistema con 2 incognite (J; , %:i-), queilo T-Q

ad un sistema con 3 incognite (T, Ty € Q).

Inoltre con il metodo A-¢ si descrivono meglio le condizioni al contorno, rispetto al
metodo T-Q , che richiede I’uso di un espediente particolare, quale il mezzo simile al
vuoto che circonda la sezione di nastro.

Queste considerazioni sono sufficienti per orientare la scelta sul metodo A-¢, quindi
soltanto il sistema di equazioni ottenuto con tale metodo sard risolto nel prossimo

capitolo.

2.2 DESCRIZIONE DEL MODELLO FISICO DI AVVOLGIMENTO
SOLENOIDALE

Il sistema reale di riferimento € un avvolgimento solenoidale realizzato impilando,
uno sopra I’altro, un certo numero di pancake. La fig. 2.5 rappresenta uno schema di

ogni singolo pancake. Il nastro multifilamentare ¢ avvolto su un supporto cilindrico,
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secondo una traiettoria di forma a spirale piana, questo significa che le sezioni terminali
del nastro, di ogni pancake, sono sullo stesso piano. Il nastro non & ricoperto di film
1solanti, come nei conduttori convenzionali smaltati, pertanto occorre avvolgere il nastro
multifilamentare insieme ad un nastro isolante, in modo che ogni spira sia isolata
elettricamente dalle spire adiacenti.

La parti terminali di ogni pancake sono saldate tra loro mediante delle piccole piastre, di
dimensioni opportune, per avere la continuitd elettrica tra pancake adiacenti. Le
dimensioni di queste piastre di connessione devono essere tali da avere una bassa
resistenza di contatto, in modo che le dissipazioni elettriche su di essi siano piu basse di
quelle che si hanno sull’avvolgimento complessivo. In altri termini occorre evitare che
le dissipazioni sull’avvolgimento siano dovute principalmente a queste connessioni tra i

pancake.

nastr¢ multifilamentare

isolante

NN

materiale di supporto

Fig. 2.5

Un’analisi esatta delle dissipazioni su un avvolgimento realizzato con nel modo appena
descritto, richiederebbe una rappresentazione che tenga conto, da un lato della
distribuzione della densita di corrente ail’interno di ogni singolo nastro, dall’altro della
presenza di materiali isolanti, che occupano una parte della sezione dell’avvolgimento,
su cul ovviamente non circola corrente.

Quindi allo stesso modo della sezione del nastro multifilamentare, bisognerebbe
considerare per ogni volume infinitesimo dell’avvolgimento, la propria equazione
costitutiva. Questo modo di procedere & teoricamente corretto, tuttavia richiederebbe dei
tempi di analisi e di calcolo eccessivamente lunghi, pertanto sono necessarie delle

approssimazioni.
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La piu rilevante consiste nel ritenere che la distribuzione del campo magnetico generato
da una spira che abbia le stesse dimensioni dell’avvolgimento, su cui circola una
corrente parl a quella di trasporto dell’avvolgimento, tenendo conto del numero delle
spire, ma distribuita sulla sezione in modo uniforme, sia praticamente lo stesso di quello
reale, cioé generato da una distribuzione che non & esattamente uniforme.
L’avvolgimento ¢é realizzato con molte spire, inoltre il volume dei materiali isolanti non
¢ alto rispetto a quello complessivo dell’avvolgimento, quindi le fluttuaziom della
densita di corrente, rispetto ad un valore medio, uniforme su tutta la sezione
dell’avvolgimento, sono piccole, e si manifestano in regiomi di ridotte dimensioni.
Pertanto si pud ritenere con buona approssimazione, che queste fluttuazioni non
generino delle deviazioni rilevanti, nella distribuzione del campo magnetico, rispetto a
quello generato da una distribuzione uniforme della densita di corrente.

Le altre approssimazioni sono molto usate nell’analisi di problemi che coinvolgono
grandezze elettromagnetiche: in particolare ia permeabilitdi magnetica dei materiali
isolanti, come anche quella del nastro si considera uguale a quella del vuoto.

L’idea di base di questa analisi consiste nel ritenere possibile 'estensione ad un
avvolgimento, dei dati di dissipazione ottenuti su una sezione infinitesima di nastro, su
questa idea si basa anche il lavoro descritto in questo capitolo.

Alcuni autori hanno presentato un lavoro, in cui sono stati usati i dati di misure di
dissipazioni elettriche, su spezzoni corti di nastro rettilineo, sottoposti a campi
magnetici esterni variabili rispetto al tempo, secondo una legge sinusoidale, e
attraversati da una corrente di trasporto, anch’essa variabile rispetto al tempo con legge
sinusoidale, per il calcolo delle dissipazioni di un avvolgimento, fabbricato con lo stesso
nastro su cui erano state fatte le misure [14]. Sono state fatte misure di dissipazione
elettrica anche sull’avvolgimento completo, ed & stato evidenziato un buon accordo tra i
dati sperimentali e quelli calcolati.

In particolare si considera ogni sezione di nastro, con cui ¢ fabbricato 1’avvolgimento,
come se appartenesse ad uno spezzone rettilineo, sottoposto ad un campo magnetico
esterno ¢ attraversato da una corrente di trasporto, la stessa che attraversa
I’avvolgimento. Il campo esterno & quello generato dalla parte restante del nastro.
Pertanto la dissipazione sulla lunghezza infinitesima di nastro dell’avvolgimento si
considera la stessa di quella sulla sezione corrispondente al nastro rettilineo, ¢ la
dissipazione globale su tutto 1’avvolgimento si calcola con un integrale su tutta la

lunghezza del nastro avvolto.
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I1 lavoro descritto in queste pagine presenta numerosi aspettt innovativi rispetto a quello
descritto in [14], nonostante 1’idea di base sia la stessa. -
1’aspetto nuovo piu rilevante riguarda i dati delle dissipazioni sulla sezione d1
lunghezza infinitesima. Infatti in questo lavoro tali dati non sono misurati ma calcolati,
nel modo descritto nel paragrafo 2.1. Questo significa che le dissipazioni sull’intero .
avvolgimento sono calcolate partendo direttamente dalle proprieta elettriche del nastro, ]
In questo modo ¢ possibile eseguire gia in sede di progetto, una stima delle dissipazioni 1
su un avvolgimento, fabbricato con nastri superconduttore, senza necessariamente :
eseguire delle misure di dissipazione su spezzoni corti, sottoposti a campi magnetici
esterni. Questo modello consente anche di operare in senso inverso, cioé consente di :
definire delle proprietd eletiriche di minima, che il nastro superconduttore deve |
possedere, affinché le dissipazioni sull’avvolgimento siano minori di un valore
prefissato. Questo tipo d’informazioni ovviamente non st possono ottenere se il calcolo
delle dissipazioni sull’avvolgimento si basano su misure di dissipazioni su nastri.
Un altro aspetto nuovo consiste nel potere considerare qualsiasi regime temporale per la
corrente di trasporto, in particolare quelli piu interessanti per le applicazioni industriali
sono: il regime sinusoidale € a rampa. Questo & possibile proprio perché i dati di '
partenza sono le proprieta elettriche del nastro, che devono valere per ogni istante, ¢ non
dei dati ottenuti in condizioni di esercizio particolare, come nel caso di rcgimci:
sinusoidale. ]
Le considerazioni sviluppate fino a questo punto hanno un carattere generale, nel senso j
che valgono per qualsiasi configurazione geometrica dell’avvolgimento. L’aspetto };
fondamentale che deve essere tenuto presente, & che la disposizione geometrica delIa'i

corrente di trasporto e del campo magnetico estemo, nella sezione del nastro}
nell’avvolgimento ¢ nella corrispondente sezione del nastro rettilineo, deve essere la
stessa, questo a causa dell’anisotropia del materiale superconduttore.
Questo significa che a causa della geometria del sistema fisico di riferimento per il
nastro rettilineo, come descritto nel paragrafo 2.1, nella sezione corrispondente del '
nastro nell’avvolgimento, la direzione della corrente di trasporto deve essere ortogonale
al piano su cui giace la sezione, mentre il campo magnetico esterno deve essere.;
parallelo a tale piano. Questa configurazione si ottiene per avvolgimenti-"

assialsimmetrici, quindi anche toroidali, sebbene in questa analisi si considerano solo

avvolgimenti solenoidali.
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In questa configurazione, la sezione elementare di nastro avvolto, corrispondente a
quella nel nastro rettilineo, ha una larghezza pari a 8z, e uno spessore pari a dr, mentre
la lunghezza infinitesima del nastro avvolto ¢ dL = r-d®, dove dO ¢ I'angolo
infinitesimo. La larghezza 6z e lo spessore dr, sono quelli reali del nastro avvolto, cioé
non contengono 1 materiali isolanti.

A causa della simmetria assiale di questa configurazione, il campo magnetico, che &
quello generato dalla corrente che circola nell’avvolgimento, pud avere al pitt due
componenti: una parallela all’asse r e I’altra parallela all’asse z, mentre la corrente di

trasporto & ortogonale al piano r-z, su cui giace la sezione del nastro avvolto

Fig. 2.6 — Schema della sezione dell’avvolgimento solenoidale con il sistema di riferimento
cilindrico (asse z e asse 1), la sezione di un generico nastro con il campo magnetico nella

sezione del generico nastro.

Sempre a causa della simmetria assiale si pud affermare che la dissipazione su una
lunghezza infinitesima di nastro avvolto dL = (r-d0)-6r-6z & la stessa su tutte le
lunghezze infinitesime che appartengono alla stessa spira di raggio r. Infatti per ogni
sezione sulla stessa spira si hanno la stessa corrente di trasporto € lo stesso campo
magnetico esterno, ciog quelio generato dalle altre spire. Quindi la dissipazione su futta

la spira pud essere calcolata semplicemente moltiplicando la dissipazione sulla sezione
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dz-6r, calcolata mediante il metodo descritto nel paragrafo 2.1, per la lunghezza della
spira L = 2.n-r, dover € il raggio della spira.

Occorre a questo punto evidenziare un’approssimazione fatta in questa analisi. Per una
descrizione ecsatta del campo magnetico esterno che agisce sulla seczione 8z-dr,
bisognerebbe calcolare il campo generato dalla sezione dell’avvolgimento, esclusa la
sezione 6z-6r. Nei calcoli descritti in questi capitoli, il campo magnetico si calcola
considerando una densita di corrente uniforme su tutta la sezione dell’avvolgimento.
Tuttavia a causa dell’elevato numero di spire (da alcune centinaia ad oltre un migliaio),
si ritiene che il contributo della singola spira, che contiene la sezione 82-6r, rispetto al
campo generato da tutte le altre spire, sia minore di alcuni ordini di grandezza. In questo
modo I’errore introdotto da questa approssimazione si pud ritenere trascurabile.

Quindi 1a dissipazione complessiva su tutto ’avvolgimento si calcola come la somma
del contributo di tutte le spire. La somma di questi contributi pud essere fatta in almeno
due modi.

Nel primo modo si calcolano le dissipazioni su tutte le spire che compongono la sezione
dell’avvolgimento, successivamente si esegue una somma algebrica di tutti i singoli

contributi, come mostrato nella seguente espressione:

Ne
Qtatale = Z Qk
k=1

dove N, rappresenta il numero di spire che compongono Ia sezione dell’avvolgimento,
e O« la dissipazione sulla spira k-esima.

Nel secondo modo si definisce una funzione densitd di potenza (Xr,z), che rappresenta -
la dissipazione sulla spira di raggio r e sezione dr-dz. Questa funzione si ottiene dal
rapporto tra la dissipazione sulla spira di raggio r e sezione 8z-3r, € una sezione fittizia
che contiene anche i materiali i1solanti, calcolata tenendo conto del numero dei pancakes
e delle spire per ogni pancakes, cioe:

sezione complessiva dell' avvolgimento
) fittizia = '

numero totale di spire

In questo modo la dissipazione complessiva si calcola con un integrale su tutta la

sezione dell’avvolgimento, come mostrato nella seguente espressione:

Qroute = _[Q(r,Z)drdz (2.18)

sex—avv

dove con sez-avv s’intende la sezione sul piano r-z dell’intero avvolgimento.
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Entrambi i metod:i sono equivalenti, la scelta di quale usare ¢ puramente arbitrania. Al
pit pud dipendere da motivi di convenienza legati al calcolo numerico della
dissipazione complessiva.

Nel lavoro descritto in questi capitoli € stato usato il secondo metodo (calcolo mediante

’integrale).
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CAPITOLO III

3.1 INTRODUZIONE

In questo capitolo sono descritti i metodi di risoluzione numerica usati per
risolvere le equazioni ricavate nel capitolo 2.
In particolare per il caso del nastro rettilineo le variabili spaziali e temporale sono state
considerate separatamente. L’intervallo temporale nel quale si vuole calcolare la
dissipazione, ¢ stato diviso in tanti intervalli, individuando cosi molti istanti di tempo.
Per ogni istante ¢ stata calcolata la distribuzione della densita di corrente, mediante il
Metodo agli Elementi Finiti, ¢ la dissipazione nell’intervallo di tempo, che ha tale
istante come estremo inferiore, e considerando costante la distribuzione della densita di
corrente in tale intervallo. Quest’approssimazione & tanto pil valida quanto pil alto ¢ il
numero di divisione dell’intervallo complessivo.
Per quanto riguarda le dissipazioni sull’avvolgimento, la funzione Q (r,z) & stata
calcolata solo per alcuni punti, allo scopo di ridurre i tempi di calcolo. In questo modo &
stata ottenuta una funzione a due dimensioni, 1a cui curva corrispondente & costituita da
tanti parti di piano, in cui i vertici sono i punti nei quali tale funzione & stata calcolata, e
i bordi, dei segmenti che wuniscono tali punti. L’integrazione sulla sezione

dell’avvolgimento & stata eseguita con metodi numerici.

3.2 NASTRO RETTILINEO

I1 sistema di equazioni da risolvere ¢ il seguente:

V=Y + =) facity

ob a4
E,(Jz)=___i__a_ ‘[Mlog
0z o ot 27

[7.(x,y)-dxdy =1,

sezione

sezione

in cui:
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E E
JAE)=0E,(1-1tD) — |+J —
z( z) 0( f)(ED} c,eng(Eo)
Le incognite sono: la distribuzione della densita di corrente J(x,y,t), per ogni punto (x,y)

delia sezione del nastro e per ogni istante t compreso nell’intervallo AT, nel quale si

vuole calcolare la dissipazione, ¢ > Tuttavia 1’incognita utile per il calcolo della

dissipazione complessiva ¢ la distribuzione della densita di corrente.
Sull’intervallo AT non ci sono vincoli, ¢ dipende dal regime temporale che si vuole
analizzare, e dal tipo di informazioni che si vogliono ottenere da quest’analisi. Pertanto
nel caso di regimi sinusoidali AT potrebbe essere corrispondente ad un certo numero di
cicli (con riferimento ai cavi per la trasmissione di potenza), in quelli a rampa pud
essere corrispondente ad un generico intervallo, per esempio quello necessario per
passare da un regime stazionario ad un altro, sempre stazionario {con riferimento ai
transitori nei dispositivi SMES).
L’incognita J dipende da tre variabili: una temporale, ¢ due spaziali, che sono le
coordinate del generico punto della sezione. Le variabili spaziali e quella temporale
sono state trattate separatamente,
L’intervallo AT ¢ stato suddiviso in intervalli 8t molto inferiori, di almeno 3 o 4 ordini
di grandezza, in modo da avere tanti istanti di tempo contenuti nell’intervallo
complessivo AT. Se N; ¢ il numero degli intervalli 6t, ogni istante pud essere indicato
come t, =ty + k-8t dove k & un intero e k € [0,N{], e t; & Iistante iniziale dell’intervallo
AT. |
Per ogni ty & stata calcolata la distribuzione della densitd di corrente J, mediante il
Metodo agli Elementi Finiti. Questo significa che la soluzione & un vettore in cui ogni
elemento corrisponde al valore della densitd di corrente su dei punti particolari della
sezione, detti nodi, e il valore della densita di corrente sugli altri punti si ottiene come
combinazione lineare, di tutti gli elementi di questo vettore, mediante delle funzioni
opportune, dette funzioni di forma, che dipendono dal tipo di elemento elementare, con
cui € stata suddivisa la sezione. Quindi la distribuzione della densita di corrente pud

essere scritta nella seguente forma:
N,
T(xy)= 3, Fux)
1

dove F), rappresenta la funzione di forma corrispondente al nodo n, € Nyoa rappresenta il
numero totale dei nodi.
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Se Iintervallo &t & sufficientemente piccolo, si pud considerare costante il valore della
densita di corrente nei punti della sezione, inoltre mediante 1’equazione costitutiva &
anche nota la distribuzione del campo elettrico, rappresentata dalla seguente

espressione:

N oodi

E(x,y)= ) E,(J,)-F,(x,y)

Con queste relazioni si pud calcolare la dissipazione nell’intervallo 6t nel seguente
modo:
0, =[ IE‘(x,y)-i(x,y)-dxdy]ci
dove O, rappresenta la dissipazione nel k-esimo intervallo temporale.
Se si ripete tale processo per tutti gli intervalli 6t, si pud calcolare la dissipazione

complessiva, cio¢ su tutto I’intervallo AT, mediante la seguente espressione:

¥,
tha!e = ZQJ:
k=1

dove Qe rappresenta appunto la dissipazione complessiva nell’intervallo temporale

specificato.

3.2.a Definizione dei parametri di griglia

Come gid detto la distribuzione della densitd di corrente sulla sezione, nel k-
esimo intervailo temporale, ¢ stata calcolata mediante il Metodo agli Elementi Finiti,
che consiste nel suddividere il dominio della funzione incognita in tanti elementi di
forma opportuna (quelle pit usate sono le forme triangolare e quadrata), che
corrispondono a dei punti particolari, detti nodi, nei quali si calcola il valore esatto della
funzione incognita.
Ad ogni elemento possono corrispondere pitt gruppi di nodi, per esempio nell’elemento
triangolare si possono considerare, come nodi, solo i vertici, 1 vertici piu il baricentro, i
vertici pit i punti mediani di ogni lato, ¢ altri ancora (fig. 3.1).
Ad ogni coppia di elemento e gruppo di nodi corrisponde un particolare gruppo di
funzioni di forma, che consentono di esprimere il valore della funzione incognita in
ogni punto dell’elemento, come combinazione lineare dei valori della funzione
incognita nei nodi, come rappresentato dalla seguente espressione:

0e(x,9) = 3 US - F,(%,)

n=1
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dove il pedice e rappresenta il numero deil’elemento, N, il numero di nodi
dell’elemento €, F, la funzione forma corrispondente al nodo n, ¢ U,° il valore della

funzione incognita U/ nel nodo n dell’elemento e.

Elemento triangolare con 3 nodi

Elemento triangolare con 4 nodi

Elemento triangolare con 7 nodi

Fig. 3.1 — Esempi di elemento triangolare con diversi gruppi di nodi

La scelta dell’elemento con cui suddividere il dominio della funzione incognita dipende
quindi dal tipo di funzione di forma con cui si vuole approssimare la soluzione reale
all’interno dell’elemento stesso. Questa scelta & fortemente legata al tipo di operazioni
(integrali, derivate, ecc...) che compaiono nell’equazione differenziale da risolvere,
questo significa che deve esserci compatibilita tra la struttura delle funzioni di forma e
le operazioni da eseguire su di esse. Per esempio, se nell’equazione differenziale da
risolvere, compaiono delle derivate del secondo ordine, occorre che la funzione di forma
sia almeno di secondo grado, o di grado piu alto, se ritenuto opportuno.
In quest’analisi il sistema di equazioni da risolvere ¢ quello rappresentato in (3.1),
quindi una funzione di forma di primo grado & sufficiente. Questo significa che si pud
usare un elemento triangolare con i nodi disposti sul vertice, come rappresentato nella
figura 3.2, le cui funzioni di forma corrispondenti sono:

N p=1-¢-7

N (& =7

NG, =¢

39



coné € [0,1]en € [0,1].

\J

Fig. 3.2 — Elemento triangolare con nodi nei vertici, usato in quest’analisi; in figura &
rappresentato anche 1’orientamento orario della numerazione dei nodi nell’elemento e il sistema

di coordinate locali, con gli assi £ e 1.

Quindi la distribuzione della densita di corrente all’interno dell’elemento si esprime nel
seguente modo:

j(xay) = ZJn N, (x,y)

n=t
mentre ’altra incognita . non ha bisogno di funzioni di forma: il suo valore &

costante su tutti i punti della sezione.

Successivamente occorre suddividere il dominio in tanti elementi triangolari. Non ci
sono delle regole generali da seguire durante questa suddivisione, tuttavia esistono degli
accorgimenti opportuni che dipendono da caso a caso. |

In particolare in quest’analisi il dominio & stato suddiviso con elementi tutti uguali,
come mostrato nella figura 3.3. L’unico accorgimento usato consiste nell’avere creato
una griglia con le stesse simmetrie della sezione, cio¢ simmetria assiale rispetto ad
entrambi gli assi x e y.

Quest’accorgimento € stato preso non per ragioni fisiche, poiché il risultato non pud
dipendere da come si suddivide la sezione, ma per evitare problemi di tipo numerico
durante la fase di calcolo. Infatti problemi di questo tipo sono stati riscontrati con una
suddivisione differente, per questa ragione € stato adottato, dopo opportuna riflessione,

I’accorgimento sopra descritto.
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A /—— Generico elemento

7,

Fig. 3.3 — Suddivisione della sezione in elementi triangolari, secondo una griglia che ha le stesse

simmetrie della sezione: assix ey.

Con una tale suddivisione sono possibili 4 orientazioni diverse per gli elementi, come
mostrato nel seguente schema e come si pud notare nella figura 3.3;

a) asse & parallelo ed equiverso all’asse x ed asse 1} parallelo ed equiverso all’asse y,

b) asse £ parallelo ed equiverso all’asse x ed asse 1} parallelo ed opposto all’asse y,

¢) asse £ parallelo ed opposto all’asse x ed asse 1 parallelo ed equiverso all’asse y,

d) asse £ parallelo ed opposto all’asse x ed asse n paralielo ed opposto all’asse y.
L’orientazione degli clementi & un parametro fondamentale per le equazioni che
descrivono le trasformazioni dalle coordinate locali (§,1) a quelle globali (x,y) e

viceversa. Queste relazioni sono mostrate nel seguente schema:

trasformazione dalle coordinate locali trasformazione dalle coordinate globali

2 quelle globali: - e s a quelle locali:
X=X, +Sigh, BB 5 _ox—x,
y=y.,+sign, -Ay:q. . sign_- Ax

HE g A — y—yl,e
o sign, - Ay

Mdmate del nodo 1 del generico elemento e, rispetio al

dove X1 , Yig:d
riferimento glel p-sono le lunghezze dei lati dell’elemento, rispettivamente
parallelo all’ g ipdissse y, mentre i parametri sign. e sign, dipendono
dall’orientazio ' ento ¢, secondo la seguente corrispondenza:

a) orientazione
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b} orientazione b: sign, =1 e sign, =-1
¢) orientazione c: sign, =-1 esign,=1

d) orientazione d: sign, = sign, = -1

2e 4e 6e 1le 13e 15e
le 3e Se 12e l4e i6e

11 12

10

A 4

Fig. 3.4 — Numerazione dei nodi e degli elementi (numeri con il pedice €). In questo schema &

parzialmente rappresentata una maglia con 64 elementi e 45 nodi.

Aunche per la numerazione dei nodi e degli elementi non ci sono delle regole generali da
seguire. In quest’analisi la numerazione dei nodi & stata fatta per righe, lo stesso criterio
& stato usato per gli elementi, come rappresentato, in fig. 3.4. In questa figura ci sono
solo 64 elementi ¢ 45 nodi, un numero insufficiente per avere una precisione accettabile
nel risultato, tuttavia questa figura ha semplicemente lo scopo di evidenziare il criterio
di numerazione dei nodi e degli elementi.

A questo punto sono noti tutti i parametni della griglia che servono per discretizzare
Pequazione differenziale da risolvere; questo ¢ I’argomento sviluppato nella sezione

successiva.

3.2.b Discretizzazione del sistema di equazioni

Con I’espressione discretizzazione dell’equazione s’intende quel processo che,
partendo dal sistema di equazioni differenziali da risolvere, mediante opportunc
elaborazioni, conduce ad un sistema di equazioni lineare ed algebrico, cioé senza
operatori come derivate e integrali, in cui le incognite sono i valori delle soluzioni del

sistema di equazioni differenziale, sui nodi.
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In quest’analisi il sisog
del sistema algebricgig

corrente e della dent

e & quello rappresentato in (3.1), e le incognite
liante la discretizzazione, sono i valori della densita di
nspetto a 2, del potenziale scalare @ (@’), nei nodi. @’
come € stato dettq. - su tl.:tta la sezione, questo significa che per avere un
sistema completo,..4 . guazioni quante sono le incognite, occorre avere un
sistema di n+1 eqy ¢ il numero dei nodi: n equazioni per i valori della
densita di corrent'g !  per il valore di @’.

ondente a questo sistema algebrico ha la seguente

L’espressione matri
B e Ve

forma:

(3.2)

dove [A] & una mee -1, a coefficienti costanti, che dipendono solo dalle

caratteristiche i guiglia, e il vettore che compare nel membro di sinistra
A della derivata temporale della densita di corrente sui
singoli nodi, j’n ‘. k1 '._gpmponente rappresenta il valore di @’. Al secondo
membro compagy piyettore di n+1 componenti, ed ogni componente, in
densitd di corrente sui nodi, dal valore del campo

esterno A; oy ;dsl ¥ntanoco della corrente di trasporto I, ,e dalle coordinate x ed

essere risoita con I'uso di opportune routines

cioe i valori
Occorre a que al M\ﬁere le singole fasi del processo di discretizzazione del

sistema di eq

) mgono le seguenti due relazioni, valide per ogni punto (X,y)
del dormmuh “‘JHW iny

e
fi hichcl
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e [gfprn minl)

esl k=1

—ez’”"{ | ”"ZNe(x,y)Jn -log

e=l e[emen!a

V-2V +(y- y)zlri*dy]

(3.4)

f i"[ZN ) J:k] 1,(,)

sezione =<1 Lk=1

(3.5
dove Neem rappresenta il numero di elementi che ricoprono il dominio (la sezione del
nastro), il pedice k rappresenta il numero del nodo dell’elemento rappresentato

dall’apice e, e la superficie d’integrazione & quella dell’elemento numero e.

Il termine E,(J;,) rappresenta il valore del campo elettrico nel nodo k dell’elemento

e, che si ottiene direttamente dall’equazione costitutiva (2.1), mentre [, ( & )
rappresenta il valore istantaneo della corrente di trasporto nell’istante #.. La relazione
costitutiva E — J & biunivoca, come si pud osservare nella fig. 2.3, questo significa che ¢
invertibile, cioé & possibile esprimere il campo elettrico in funzione della densita di
corrente e viceversa. Tuttavia come si pud osservare dalla relazione (2.1), mentre
Pespressione che esprime la densitd di corrente in funzione del campo elettrico &
relativamente semplice, quella che esprime il campo elettrico in funzione della densita
di corrente ¢ estremamente complicata. Pertanto nella descrizione dei processo di
discretizzazione, & stata usata la forma implicita per esprimere la funzione E'=£(J), e il
calcolo del campo elettrico in corrispondenza di un dato valore della densitd di corrente,
¢ stato eseguito con metodi numerici.

La (3.4) e la (3.5) possono essere scritte in forma matriciale.

In particolare la (3.4), per ogni (x,y), assume la seguente forma:
-4 -0 -BT-E=-22AT.§ (3.6)
’ 2

B ¢ un vettore di n componenti € ogni componente ¢ una funzione delle variabili (x.y),
E ¢& un vettore di n componenti, dove ogni componente ¢ il valore del campo elettrico
nei nodi. Il prodotto tra il trasposto di B ed E rappresenta il valore del campéclettrico

nel generico punto (X,y), espresso come combinazione lineare dei valori dalqampo
elettrico nei nodi. J, & un vettore, con n componenti, dove ogni componente: nigpwssenta

il valore della derivata della densita di corrente, nel nodo corrispondente, mentre Ag &
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un vettore, anch’esso di n componenti, dove ogn componente Ag,, con i intero che
g R,

varia da 1 ad n, si otticne dalla seguente espressione:

V= xF + 6 -y F 3.7

Nc!
Ag, = Z J' Ni‘z!}c,ei)(x”y’) -logl

el=l greq

dove N, rappresenta il numero di elementi che contengono il nodo i, I'area

d’integrazione ¢ la superficie dell’elemento e/, e N,.‘f,c,e,) rappresenta la funzione di

forma corrispondente al nodo i, secondo la numerazione globale di tutta la griglia, e al
nodo % secondo la numerazione locale dell’elemento /e (vedi fig. 3.2). In altri termini,
I’integrale contenuto in (3.7) pud assumere una delle seguenti forme:

1. seil nodo i nell’elemento e/ corrisponde al nodo 1 si ha:

M) Iog]\/(x-x')z +(y- y')zidx'dy’

area

2. seii nodo i nell’elemento e/ corrisponde al nodo 2 si ha:

Jx=xF +(r-»)

JV, (') log

area

dx'dy’

3. seil nodo i nell’elemento el corrisponde al nodo 3 si ha:

IV, (x5 toghflr = + =y laxay

aréa

La funzioni di forma N, N; e N;, in queste espressioni sono rappresentate in coordinate
globali, per avere queste in coordinate locali si usano le equazioni di trasformazione
delle coordinate, descritte nella precedente sezione.
La funzione integranda, negh integrali di (3.7), & sempre positiva, cio ¢ dovuto al segno
di valore assoluto, ma soprattutto al significato fisico dell’argomento del logaritmo.
Infatti questo rappresenta una distanza: quella tra il punto sorgente del campo
magnetico, dovuto alla corrente che circola nella sezione, ¢ quello dove si vuole
calcolare 1l campo, generato proprio da quella sorgente. Una distanza & sempre positiva,
al piu pud essere nulla. In questo il logaritmo diverge, tuttavia la funzione integranda
non diverge, in particolare si annulla per effetto della moltiplicazione con la funzione di
forma che ¢ un.polinomio di primo grado. In altri termini quando I’argomento della
derivata si annulla la funzione integranda assume la seguente forma:

xlirgl(x logx)=0
da cui segue che la funzione integranda & sempre maggiore o uguale a zero, quindi
integrabile.
La (3.5) in forma matriciale ha la seguente forma:
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S'J.=I,  (3.8)
dove J, & un vettore di n componenti, e ogni componente rappresenta il valore della
densita di corrente nei nodi e S & un vettore anch’esso di n componenti, ¢ il valore di
ogni componente S; si oftiene dalla seguente espressione:

Ny

S, =£§‘1 [5Gy x. )y (3.9)
dove i simboli hanno lo stesso significato della (3.7).
Per ottenere le n+1 equazioni richieste, cio¢ i coefficienti della matrice [A] in (3.2), &
stato usato il Metodo del Point Collocation. Questo metodo consiste nell’imporre che la
funzione approssimata, cioé quella rappresentata in (3.3), abbia lo stesso valore di
quella reale in determinati punti particolari. In quest’analisi ¢& stato imposto che la
differenza tra la funzione reale e quella approssimata sia nulla su tutti i nodi. Questo
equivale a scrivere n equazioni come la (3.6), dove, per ogni equazione, le variabili
(x,y) assumono i valori delle coordinate del nodo corrispondente al numero di
equazione, in altri termini nella generica h-esima equazione, x ed y assumono le
coordinate del nodo h, in cui h € un intero compreso tra 1 ed n.
La (3.8) rappresenta un vincolo, da questa non si ricavano altre equazioni, tuttavia

scritta in questo modo non & utile, perché serve un’altra relazione che contenga il
vettore J_ . Questa si ottiene derivando la (3.8) rispetto al tempo.

In questo modo si ottengono n equazioni dalla (3.4) e una equazione dalla (3.5): in tutto

quindi n+1 equazioni. Il sistema completo, dopo alcuni passaggi algebrici diventa il

seguente:
Hogl. E+D, +D,
27, = dl, (3.10)
ST dt

La matrice a sinistra dell’equazione ha n+1 righe € n colonne, le prime n righe si
ottengono da n vettori Ag, uno per ogni nodo, mentre il vettore S & quello della (3.8). A
destra dell’equazione compare un vettore di n+1 righe. Le prime n righe sono costituite
dalla somma algebrica dei coefficienti omologhi dei vettori E, Dy ¢ Do : le cdmp.onenti
del vettore E sono i valori del campo elettrico nei nodi, mentre quelli dei vettori D4 e

D¢ sono tutti uguali e rappresentano, rispettivamente gli scalari 4, ,, e @, P'ultima riga

invece ¢ il valore istantaneo della derivata temporale della corrente di trasporto.
In altri termini le prime n righe della (3.10) rappresentanc n equazioni (3.6), dove in

ogni equazione le variabili (x,y) assumono i valori delle coordinate dei nodi, ,qi:et:ltre
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I'ultima riga rappresenta la derivata temporale dell’equazione (3.8). Le incognite di
questo sistema sono il vettore J; , anche se non compare esplicitamente in (3.10), e lo
scalare @’.

Il sistema (3.10) in questa forma non pud essere risolto direttamente, inoltre lo scalare
@’ non & necessario per il calcolo della dissipazione complessiva. Pertanto occorre
eseguire delle elaborazioni sulla (3.10) in modo da ottenere un sistema che pud essere
risolto direttamente dalle routines matematiche di libreria, e quest’elaborazione si basa
sul calcolo separato dello scalare @’. In questo modo si ottiene anche una riduzione del
numero di equazioni: da n+1 a n, riducendo cosi il tempo di calcolo.

Per calcolare il valore di @’ & sufficiente considerare la prima equazione di (3.10), che
si ottiene moltiplicando la prima riga della matrice a sinistra dell’equazione, per il
vettore colonna J_ . In questo modo si ottiene la seguente espressione:

Ay = ' y

— > A, J,,=O'+E +4,,

272’; 1i z.i 1 f

da cui:

¢'=_EI_Azex+&ZAh’.Jzi (3°11)
s 2” p " »

Se si considera una generica riga r dell’equazione (3.10), con r intero compreso tra 2 ¢

n, si oftiene la seguente espressione:

&ZA,,.-J”. =Q'+E +4,, (3.12)
2” pur ] 4

se s’inserisce la (3.11) nella (3.12) si oftiene:

&ZAH 'Jz,i = +Er + ';Iz.ex _—El "Az,ax +&ZA1.I' 'Jz,x'

27T P
da cui segue:
%Z(Ar.i_f‘u)"]z; =(E, _E;) (3.13)
i=l

Se si considera la (3.13) per ogni r compreso tra 2 ed n, si ottengono n-1 equazioni,

I’espressione matriciale corrispondente € la seguente:
£om]-i, = Ak (.14)
2z

dove M ¢& una matrice con n-1 righe e n colonne, e il generico coefficiente di rigar ¢

colonna c, M, ha la seguente espressione:
M= Arﬂ..c —Aye
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mentre AE é un vettore di n-1 componenti, e la generica componente r, AE, ha la
seguente espressione:

AE.=E. - E;
La (3.14) consente di scrivere la nuova espressione matriciale da risolvere, ridotta di

una riga, nella forma adatta per una risoluzione diretta:

Honl. |AE
Q;z-M J, = dr, (3.15)
ST dt

Questo sistema di equazioni & stato risolto numericamente con il Metodo di Adams,
mediante una routine di libreria, che calcola direttamente la soluzione di sistemi
differenziali del primo ordine della stessa forma della (3.15). Da questa routine si

ottengono quindi direttamente tutti i valori della densita di corrente nei nodi.

3.3 AVVOLGIMENTO SOLENOIDALE

Il calcolo delle dissipazione sull’avvolgimento si basa sulla funzione Qfr,z),
definita nel capitolo precedente. Il dominio di questa funzione ¢ la sezione
dell’avvolgimento nel piano r-z, come mostrato in fig. 2.6, e il calcolo della

dissipazione totale & stato fatto utilizzando 1’equazione (2.18), qui sotto riportata:

Ouae = [Olrs2)rdz  (2.18)

Quest’integrale & stato risolto con metodi numerici, ¢ a tale scopo la sezione
dell’avvolgimento ¢ stata divisa in tanti elementi rettangolari, come mostrato nella fig.
3.4, dove si pud notare anche la numerazione usata per identificare i singoli elementi.
Ad ogni elemento corrisponde una spira dell’avvoigimento, tuttavia la superficie
dell’elemento comprende, oltre a quella corrispondente alla sezione del conduttore, cio¢
del nastro di BSCCO, anche I’isolante tra le spire ¢ i materiali di supporto, anch’essi
isolanti.

Nella prima fase di calcolo, ¢ stata calcolata la distribuzione del campo magnetico sulla
sezione dell’avvolgimento nel piano r-z, assumendo una densita di corrente uniforme su
tutta la sezione dell’avvolgimento, in particolare, tale campo ¢ stato calcolato sul

baricentro di tutti gli elementi.
 Successivamente & stata calcolata la dissipazione sui singoli elementi rettangolari,

considerati come sezioni di nastro rettilineo, soggetti ad un campo magnetico estemo
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uguale a quello nel baricentro dell’elemento corrispondente. La superficie della sezione
del nastro corrispondente & quella reale e non quella dell’elemento, poiché nei materiali
isolanti non circola corrente, quindi non c’¢ neanche dissipazione elettrica. Nel caso di
regimi sinusoidali ia dissipazione & stata calcolata sull’intero periodo, per piu periodi, ¢
il valore usato ai fini del calcolo della funzione Qfr,z),¢ quello ottenuto nell’ultimo
periodo, allo scopo di superare eventuali transitori. Inoltre lo spostamento di fase tra la
corrente di trasporto e il campo magnetico ¢ stato assunto nullo.

Wl

z

Fig. 3.4 — Sezione dell’avvolgimento nel piano r-z. Ogni elemento corrisponde ad una spira, € la
numerazione & stata fatta per righe. Il numerc delle spire per righe, come quello delle nghe

dipende dalle dimensione geometriche dell’avvolgimento.

Il valore della dissipazione ottenuto sulla sezione del nastro corrispondente ad un
determinato elemento, & stato diviso per la superficie dell’elemento stesso, ottenendo in
questo modo una densitd di dissipazione media, q., cioé che tiene conto anche dei
materiali isolanti, localizzata sul baricentro della sezione. Questa densita di dissipazione
¢ stata assunta costante su tutta la spira di sezione infinitesima localizzata sulle stesse
coordinate del baricentro. In altri termini questa dissipazione si assume costante su tutta
la spira di sezione infinitesima di raggio r. € posta a quota z., dove r, e z, sono le
coordinate del baricentro dell’elemento su cui si sta calcolando la dissipazione. Segue
da quest’ipotesi che la funzione Q(r,z), nel punto di coordinate (r.,2.) si ottiene dalla
seguente relazione:
Ofrezd) = Qe (21) (3.16)
Nella condizione ideale bisognerebbe ripetere questo processo per tutti gli elementi

della sezione, in modo da avere molti punti per la funzione Qfr,z). Tuttavia a causa dei
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lunghi tempi di calcolo questa funzione & stata calcolata solo per alcuni punti, il cui
numero dipende dal compromesso tra una sufficiente accuratezza nei confronti dei dati
sperimentali disponibili, ed un tempo di calcolo non eccessivamente lungo.

Nella fase finale & stata eseguita una integrazione numerica sulla sezione

dell’avvolgimento, dei punti di Q(r,z) calcolati nel modo appena descritto.
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