Elettrotecnica T

Capitolo 2

2. Introduzione alla Teoria dei Circuiti Elettrici

Teoria dei Circuiti

La teoria dei circuiti elettrici (electric circuit theory) e
la teoria dei campi elettromagnetici (electromagnetic
fields theory) sono le due teorie fondamentali su cui si
basano tutti i settori dell'Ingegneria Elettrica ed Elet-
tronica (Electrical and Electronic Technology). Molti
di questi settori, come la produzione, la trasmissione e
l'utilizzazione dell’energia elettrica, le macchine e gli
azionamenti elettrici, I'elettronica di segnale e I'elettro-
nica di potenza, il controllo automatico, I'elettronica per
le telecomunicazioni, la strumentazione di misura elet-
trica ed elettronica sono state sviluppate grazie princi-
palmente alla teoria dei circuiti elettrici.

Buona parte dell'Ingegneria Elettrica riguarda il trasferi-
mento di segnali elettrici o dell’energia elettrica da un
punto ad un altro. Durante il trasferimento il segnale
viene in parte elaborato o trasformato. Cio richiede
un’interconnessione di dispositivi elettrici che operano
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e trasformano il segnale. L’interconnessione viene attuata per mezzo di un circuito e ciascun
suo componente e detto elemento circuitale (circuit element), il quale interviene sul segnale
elettrico. Nella prima figura a fianco I'energia elettrica fornita al circuito dalla batteria, viene
trasferita alla lampada, viene da essa utilizzata ed é trasformata in luce. Il circuito elettrico e

formato da due elementi circuitali: batteria e lampada.
Tali elementi sono connessi fra loro. La seconda figura si
riferisce ad un impianto per il trasporto di potenza ad
alta tensione (400 kV). Nella terza e nella quarta figura
sono mostrati due esempi che riguardano 'elaborazione
del segnale. Nella terza figura € mostrato un circuito
stampato di una sceda elettronica di controllo. Nella
quarta figura € mostrata una sezione ingrandita al micro-
scopio elettronico di una CPU per calcolatore elettronico
a cinque strati. Tutti questi apparati sono stati progettati
utilizzando la teoria circuitale.

Il termine circuito elettrico indica il luogo fisico in cui av-
vengono fenomeni elettromagnetici. L'altro significato
del termine circuito elettrico riguarda i modelli matema-
tici che lo descrivono. Di solito il termine viene utilizzato
per indicare i circuiti e i relativi modelli che soddisfano
la descrizione per mezzo di parametri concentrati
(lumped parameters). Questa ipotesi considera tutti i
fenomeni elettromagnetici concentrati all'interno di
corpi fisici (resistori, condensatori, induttori, generatori
di tensione e di corrente, diodi, transistori, amplificatori
operazionali). Questi sono gli elementi circuitali che
compongono il circuito. Le cariche elettriche si muovono
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tra i componenti circuitali di un circuito attraverso interconnessioni elettriche. Altri dispositivi
descritti da parametri distribuiti (distributed parameters) non possono essere descritti da
modelli a parametri concentrati e quindi non possono essere descritti tramite la teoria circui-
tale. Ad esempio le antenne appartengono a quest’ultima ultima categoria.

Le grandezze a parametri concentrati sono grandezze integrali (integral quantities) od an-
che macroscopiche (macrascopic quantities) quali la corrente, la tensione ed il flusso magne-
tico. Tali grandezze sono indipendenti dallo spazio e dipendono solo dal tempo. La corrente
elettrica e il flusso del vettore densita di corrente. Quindi & un integrale di superficie. La ten-
sione elettrica e I'integrale di linea del vettore campo elettrico. Il flusso magnetico e l'integrale
di superficie del vettore induzione magnetica. La densita di corrente, il campo elettrico e I'in-
duzione magnetica sono grandezze caratteristiche del punto e in genere cambiano in dipen-
denza della posizione nello spazio (grandezze a parametri distribuiti o grandezze microscopi-
che - microscopic quantities). Oltre al tempo dipendono dalle coordinate spazialix, y e z.

Le equazioni della teoria circuitale, che adotta modelli a parametri concentrati, sono equazioni
algebriche od equazioni integro-differenziali dipendenti solo dalla coordinata tempo. Anche
quest’ultime equazioni in molti casi possono essere ridotte a equazioni algebriche. A questo
proposito si vedra come, per mezzo della trasformata di Steinmetz, sia possibile per grandezze
sinusoidali a frequenza fissata (sistemi a corrente alternata), trasformare le equazioni del mo-
dello circuitale da equazioni integro-differenziali ad equazioni algebriche. Le equazioni dei mo-
delli a parametri distribuiti sono equazioni alle derivate parziali nel tempo e nello spazio, equa-
zini che richiedono complesse metodologie di soluzione.

Le caratteristiche dei materiali (conduttori, semiconduttori ed isolanti) hanno permesso lo svi-
luppo della tecnologia dei circuiti elettrici utilizzati in moltissime applicazioni. La loro descri-
zione per mezzo della teoria dei circuiti a parametri concentrati con approssimazioni molto
vicine alla realta, rappresenta un fattore fondamentale alla base dello sviluppo dell'Ingegneria
Elettrica dell’'ultimo secolo.

Il Circuito Elettrico

Un circuito elettrico € composto da un insieme di elementi circuitali interconnessi fra loro. I
fenomeni elettromagnetici (EM) sono confinati all'interno degli elementi circuitali. Le intercon-
nessioni sono considerate ideali, cioe senza perdite e costituite da conduttori ideali a resistenza
nulla. I fenomeni elettromagnetici all'interno degli elementi circuitali avvengono secondo le
leggi dell’elettromagnetismo descritte nel capitolo precedente.

L’approssimazione circuitale si ottiene dall’approssimazione dell’elettro-dinamica quasi-sta-
zionaria dell’elettro-dinamica. Essa assume che:

1. Al di fuori degli elementi circuitali i fenomeni EM tacciono (dD/dt=0e dB/dt = 0).
2. Nellaregione esterna agli elementi ed all'interno dei conduttori si ha che:
e il campo elettrico e conservativo (E = - Vv) e la tensione elettrica fra due punti 1 e 2
deva dalla differenza di potenziale nei punti vi-v2).
e la densita di corrente di spostamento €& nulla (dD/dt = 0), La densita di corrente
totale coincide con la densita di corrente di conduzione che diviene solenoidale (V -
J=0).
3. All'interno del circuito l'intervallo di tempo di propagazione di un segnale fra un elemento
circuitale e I'altro sia nullo.

Per la prima ipotesi il campo elettrico all’esterno degli elementi circuitali € conservativo e la
tensione fra due punti e data da una differenza di potenziale. Per la seconda ipotesi la carica
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elettrica nei conduttori non varia nel tempo. In tal caso quindi per la legge di Gauss anche il
campo spostamento non varia nel tempo. Percio la densita di corrente di spostamento € nulla e
la densita di corrente totale coincide con la densita di corrente di conduzione. In tal caso quindi
all'interno dei conduttori la densita di corrente totale coincide con la densita di corrente di con-
duzione e il vettore di quest'ultima e solenoidale. Il suo flusso, cioe la corrente di conduzione,
non varia per qualsiasi sezione del conduttore. La terza ipotesi considera nulli i tempi di pro-
pagazione fra gli elementi circuitali indipendentemente dalla loro distanza.

Le applicazioni circuitali comprendono settori con caratteristiche dei circuiti molto diverse:

e Dimensione: 10-3 - 10°m (circuiti integrati, circuiti hi-fi, computer, dispositivi elettronici,
sistemi tlc, sistemi per la produzione di potenza elettrica, sistemi di trasporto e di utilizzo
della potenza elettrica.

e Tensione: 10-° - 106V (dispositivi per 'analisi del rumore - sistemi di potenza)
e (orrente: 10-15- 106 A (elettrometri - sistemi di potenza)

e Frequenza: 0 - 10° Hz (circuiti in corrente continua - processori)

e Potenza: 10-1* - 10° W (segnali radio intergalattici - sistemi elettrici di potenza)

I1 Bipolo Elettrico

L’elemento circuitale a due terminali (two terminal element), anche detto elemento circui-
tale a due poli o elemento circuitale bipolare o semplicemente bipolo, consiste in una super-
ficie chiusa S da cui emergono due terminali. Tutti i fenomeni elettromagnetici EM sono confi-
nati all'interno di S. Quindi all'interno della superficie S del bipolo il campo elettrico E puo es-
sere non-conservativo, dB/dt e dD/dt possono essere non-nulli. All’esterno di S tutti i feno-
meni EM sono silenti: il campo E & sempre conservativo, dB/dte dD/dt sono sempre nulli. Per-
cio la superficie dell’elemento circuitale ha funzione di schermo per i fenomeni EM.

Lo stato dell’elemento circuitale ad ogni istante € descritto dalla diffe-
renza di potenziale v fra i suoi due terminali e la corrente i che lo attra- 1
versa.

La corrente che fluisce attraverso il bipolo, & la corrente entrante da un

terminale, corrente uguale a quella uscente dal terminale opposto per la .
solenoidalita di J. Per i due terminali del bipolo, all’esterno della super- V 1
ficie chiusa S del bipolo stesso, dD/dt € nulla e J coincide con Jt. Quindi

anche ] e solenoidale. La corrente di conduzione totale uscente da S e

nulla. La corrente totale uscente da S & data dalla somma algebrica delle

due correnti uscenti dai due terminali. Percio la corrente entrante da un

terminale & uguale alla corrente uscente dall’altro. 2

Poiché il campo elettrico E € conservativo, al di fuori della superficie chiusa dell’elemento cir-
cuitale, si definisce una funzione potenziale f(x,y,z) = -v(x,y,z) che assume sui due terminali 1 e
2 rispettivamente i valori v1 e v e la differenza di potenziale v = v - v rappresenta la tensione
del bipolo.

Nella teoria circuitale un bipolo costituisce un ramo del circuito (circuit branch). La corrente
i e detta corrente di ramo (branch current) e fluisce dal terminale a potenziale maggiore al
terminale a potenziale minore. La differenza di potenziale v = v1 - v; e detta tensione di ramo
(brench tension o branch voltage).
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La relazione frai e v, data da v = f{i), € definita per ogni elemento circuitale considerato: equa-
zione caratteristica dell’elemento circuitale (element equation) o equazione di ramo.

La potenza elettrica del bipolo (two terminal element electric power) ¢ il lavoro compiuto
dal campo elettrico E sulle cariche che attraversano la sezione del ramo per unita di tempo:

2 2
p(t) = lim quE-dl At| = 4 jE -dl = i(t) v(t)
At—0 1 dt f

Qualora si adotti la convenzione precedentemente descritta secondo cui una corrente positiva
entra dal terminale a potenziale maggiore, I'espressione sopra definita esprime la potenza as-
sorbita dal bipolo. Quindi una corrente positiva entrante dal terminale a potenziale maggiore
da origine ad una potenza assorbita dal bipolo positiva (convenzione dell’utilizzatore o del bi-
polo passivo).

Elemento circuitale ad n terminali (n-polo)

Un elemento circuitale con n terminali, o poli, con n > 2
viene detto elemento circuitale ad n poli o n-polo (n-
terminal circuit element).

Scelto un terminale di riferimento (M.0), ad esso vengono
riferite le tensioni degli altri nodi (M.1, M.2, M.3, ..., M.n-
1). Infatti, poiché E & conservativo all’esterno dell’ele-
mento circuitale, le tensioni sono le differenze fra il po-
tenziale agli n-1 nodi di non-riferimento (M.1, M.2, ...,
M.n-1) ed il potenziale al nodo di riferimento M.0:

V1i=VM1i- VM0

V2 =VM.2 - VM0

V3 =VM3 - VMO0

Vn-1 = VMn-1. - VMO

Inoltre si assumono positive le correnti entranti nei nodi
non di riferimento (i, iz, i3, ..., in-1) € la corrente uscente
dal nodo di riferimento (io). Per la solenoidalita di ]
all’esterno dell’elemento circuitale risulta:

lo=i1+i2+ .... + In1

Lo stato dell'n-polo & definito da n-1
coppie di valori tensione-corrente: 0

W k=<2
o —o

Vi, V2, V3, ...,,Vn-1 1
i1, 12, i3, .ooue ,in-1

Percio I'’elemento circuitale ad n termi-
nali e equivalente ad n-1 bipoli con un
nodo in comune (stella di n-1 bipoli). Il
nodo in comune ¢ il nodo di riferimento | ;
dell'n-polo. L'n-polo quindi corrisponde
ad una porzione di un circuito ad n-1
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rami. Un n-polo e descritto da n-1 equazioni che legano le n-1 correnti (i, iz, i3, ......, in-1) alle n-
1 tensioni (v1, vz, V3, ...,Vn-1):

vi=f(i1), v2=f{i2), v3=f(i3), ...,
Vn-1 =f(in-1)

Un tripolo quindi corrisponde a due bipoli con un terminale in comune. Un quadripolo corri-
sponde a tre bipoli collegati a stella. Un elemento a cinque terminali corrisponde a quattro bi-
poli collegati a stella. Ecc.

Il circuito elettrico

Un circuito elettrico e formato da elementi circuitali interconnessi fra loro. Nel modello circui-
tale ogni elemento circuitale corrisponde ad una stella di bipoli ognuno dei quali costituisce un
ramo del circuito. Le interconnessioni si assumono costituite da conduttori ideali (privi di re-
sistenza elettrica e quindi con conducibilita infinita). I nodi del circuito sono i punti di connes-
sione di due o piu rami. Un circuito € costituito da n nodi ed r rami.

In figura € mostrato un circuito con cin-
cinque elementi circuitali. L’elemento A e
un bipolo, e quindi € rappresentato da un c
ramo. L'elemento B ha 6 terminali (6
poli). Esso equivale a 5 bipoli a stella e
percio e rappresentato da 5 rami in un

circuito teorico equivalente. L’elemento C A . ol ——— E
da 2 rami, 'elemento D da 6 rami e l'ele- B D ——
mento E da 3 rami. Il circuito percio é for- o . —
mato da 1+5+2+6+3=17 ramie 11 nodi. I —*—1

suo stato e descritto da 17 coppie di va-

lori, le 17 tensioni e le 17 correnti di
ramo. Per ciascuno dei 17 rami sono definite altrettante equazioni di ramo.

In un circuito si individuano delle maglie. Una maglia (loop) € un qualunque percorso chiuso
costituito da rami del circuito passante per ognuno di tali rami una volta sola.

Legge di Kirchhoff delle correnti
(LKC)

Si consideri una superficie chiusa S¢ che con-
tenga una porzione di un circuito che passi per
alcuni nodi del circuito e che non intersechi
elementi circuitali. La legge di Kirchhoff delle
correnti (LKC - Kirchhoff current law) af-
ferma che la somma algebrica delle correnti
uscenti dalla superficie chiusa é nulla.
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Sulla superficie Sc, che non interseca elementi circuitali, dD/dt e nullo e Ji coincide con J. Per la
solenoidalita di J, sulla superficie chiusa Sc il flusso totale della
densita di corrente, e quindi della corrente di conduzione, uscente
dalla superficie chiusa S¢ e nullo:

¢ J-RdS=0

Tale flusso € dato dalla somma algebrica delle correnti
uscenti dalla superficie Sc. Quindi dalla LKC si ottiene che la
somma algebrica di tali correnti e nulla:

i1+ix+i3+ .....+i9=0

Qualora S¢ contenga un solo nodo, si ottiene il seguente co-
rollario: la somma algebrica delle correnti uscenti da un
nodo é nulla. L’equazione ottenuta prende anche il nome di
equazione di nodo:

n

Zik =0
=1

Il circuito in figura é costituito da 5 rami e 4 nodi. Perinodi A, B, e C dalla LKC si ottiene:

11-14-15=0 (A)
n+12=0 (B)
tiz+i15=0 (©)

Ogni equazione contiene almeno una corrente non considerata dalle altre due equazioni e per-
cio aggiunge informazioni non considerate dalle altre equazioni. Nell’equazione per il nodo D
vi sono solo correnti gia apparse nelle equazioni degli altri tre nodi A, B e C. Essa quindi riporta
informazioni gia contenute nelle equazioni precedenti. L’equazione del nodo D e una combina-
zione lineare delle altre tre equazioni. Infatti dalla LKC al nodo D si ricava:

i3-14=0
Questa equazione si ottiene anche dalla somma algebrica (A)-(B)+(C).

Per un generico circuito elettrico, qualora esso sia costituito da n nodi, n-1 equazioni di nodo
sono linearmente indipendenti.

Legge di Kirchhoff delle tensioni (LKT)

Si consideri una linea chiusa I¢ che passi per alcuni

nodi di un circuito e non intersechi elementi cir-
cuitali. Poiché il vettore campo elettrico E & un P R
vettore conservativo all’esterno degli elementi i ip
circuitali la circuitazione di E lungo I¢ e nulla: e . iC
1] o] 2
! _‘.A_
fE-dl =0 =‘ \
e T
le
ed anche:
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IBE-dl +jCE-d1 o,
A B
1 A
..... +[ E-dl+[ E-dl =0

Poiché gli integrali di linea considerati sono integrali di un

vettore conservativo per cui E = - Vv(x,y,z), essi sono uguali
alle differenze fra i valori che la funzione potenziale v(x,y,z)
assume su nodi successivi per cui passa la linea Ic. Quindi
dalla LKT si ottiene che la somma algebrica delle differenze
di potenziale fra i nodi per cui passa una linea chiusa é

nulla:
VAB+ VBC + woo. + VHI+VIA=0

Qualora la linea chiusa I¢ sia costituita da una maglia di un circuito si ottiene il seguente corol-
lario: la somma algebrica delle tensioni di ramo lungo una maglia é nulla. 1.’equazione ot-
tenuta prende anche il nome di equazione di maglia.

Si considerino le maglie ADCA e ABCA del circuito in figura. Per la LKT si ottiene:
-V4-v3+vs =0
Vi-v2+vs=0

Tutte le tensioni di ramo sono comprese nelle due equazioni di maglia precedenti. Per la maglia
ABCDA dalla LKT si ottiene un’equazione che non contiene tensioni di ramo oltre a quelle com-
prese nelle due equazioni precedenti e quindi non introduce informazioni aggiuntive. Per un
generico circuito elettrico, qualora un circuito sia costituito da r rami, r-n+1 equazioni di ma-
glia sono linearmente indipendenti.

I1 Problema di analisi circuitale:
Equazioni topologiche ed equazioni di ramo

Un circuito elettrico di r rami ed n nodi é descritto da r tensioni di ramo ed r correnti di ramo,
in totale quindi da 2r grandezze. Dalla LKT si ottengono r-n+1 equazioni di maglia linearmente
indipendenti e dalla LKC si derivano n-1 equazioni di nodo linearmente indipendenti. In tutto
dalle leggi di Kirchhoff si ottengono r equazioni omogenee, linearmente indipendenti. 11
problema di analisi circuitale e definito qualora siano determinate le 2r grandezze incognite,
date dalle tensioni di ramo e dalle correnti di ramo. Il problema ha una ed una sola soluzione
qualora si abbiano 2r equazioni pari alle sue grandezze incognite. Le r equazioni mancanti sono
date dalle r equazioni di ramo (o equazioni caratteristiche degli elementi circuitali).

Le equazioni derivanti dalle leggi di Kirchhoff dipendono solo dal numero di rami e di nodj, e
dalle interconnessioni fra i rami del circuito. Dipendono cioé dalla topologia del circuito e non
dalle caratteristiche di ciascun ramo. Percio le r equazioni definite dalle leggi di Kichhoff pren-
dono anche il nome di equazioni topologiche del circuito (topology equations).

Un circuito percio e descritto in modo univoco (con una ed una sola soluzione) dal seguente
sistema di equazioni:
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Zik =0 da LKC, n-1 equazioni

k=n-1

ka =0 da LKT, r-n+1 equazioni
k=r—n+l
v, =f(@,) equazioni di ramo

[ regimi che vengono normalmente descritti dal sistema di equazioni che si ottiene dalle equa-
zioni topologiche e dalle equazioni di ramo sono: il regime in corrente continua CC (DC) in cui
le correnti e le tensioni sono costanti nel

tempo, il regime in corrente alternata CA l d N

(AC) in cui tali grandezze sono descritte ! |
da funzioni sinusoidali nel tempo a fre- -.-{:'-2 B*:_.-
quenza data ed il regime transitorio con

grandezze elettriche tempo-dipendenti.

Esempio di analisi circuitale

Il circuito in figura e composto da tre rami (r = 3) e due
nodi (n = 2). Si individuano quindi tre correnti di ramo
e tre tensioni di ramo. Nel caso in esame le equazioni
topologiche sono tre e tre sono le equazioni di ramo. Il
problema circuitale consiste quindi di sei equazioni in
sei incognite.

Dalle leggi di Kiechhoff si ottengono n-1 = 1 equazione
di nodo e r-n+1 = 2 equazioni di maglia. Quindi le tre
equazioni topologiche sono:

i1-i2-i3=0

-vi-v2=0
v2-v3=0
Le equazioni caratteristiche degli elementi circuitali (equazioni di ramo) sono note in quanto

dati del problema. Esse sono in numero pari al numero dei rami. Nei rami del circuito sono
presenti tre resistori e due generatori di tensione in CC (corrente continua).

Le equazioni caratteristiche di questi ele- N v(t) = R i(t)
menti circuitali sono riportate nelle due fi- i V=V, V1 it _
. . v [legge di Ohm]
gure a fianco. Le resistenze Ry, Rz ed Rz e le v v
tensioni dei generatori vs1 e vs2 sono dati del | ¢, }T ) ’E Q E‘Ohm)]
. . o s . esistenza
problema. Le tre equazioni caratteristiche dei ) clettrica

tre rami del circuito sono:

vi=R1i1-vs1
V2 = RZ i2 + Vs2
vz =R3i3
Le sei equazioni nelle sei incognite iy, iz, i3, v1, v2 e v3 descrivono il circuito in modo univoco.

Un ramo puo anche contenere piu di un elemento circuitale con funzioni diverse. Infatti nel cir-
cuito in esame le tensioni dei rami 1 e 2 sono date da:
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vi=Ri1i1-vs1
V2 = RZ i2 + Vs2

L'approssimazione circuitale a parametri concentrati

Le grandezze elettriche in un circuito possono avere tempi di variazione rapidi o lenti rispetto
ai tempi di transito fra gli elementi circuitali del circuito. L’approssimazione
introdotta dalla descrizione a parametri concentrati assume che i tempi di transito siano tra-
scurabili rispetto ai tempi di variazione delle grandezze elettriche, tensioni e correnti che
sono i parametri concentrati della descrizione circuitale.

Nella trattazione di grandezze ondulatorie ad elevata frequenza f e ridotta lunghezza d’onda 2,
I'approssimazione a parametri concentrati assume che i tempi di transito fra gli elementi cir-
cuitali siano nulli o comunque molto inferiori rispetto alle variazioni delle grandezze elettriche
nel tempo e quindi rispetto al periodo della sinusoide che descrive la dipendenza temporale
delle grandezze elettriche coinvolte. Le grandezze elettriche si propagano con la velocita della
luce c=3 x 108 m/s. Per una distanza d fra due elementi circuitali adiacenti con terminali affac-
ciati A e B, il tempo di transito affinché un segnale elettrico passi da un elemento all’altro € tag
=d/c. Il periodo della sinusoide & T = 1/f=A/c. L’approssimazione circuitale richiede che:

tAB<<T d<<}\,

Nell’esempio in figura il segnale sinusoidale ricevuto dall’antenna ha frequenza f= 100 MHz.
La frequenza angolare corrispondente e ® = 2r f= 2 108. Si considerino i punti A e B sul con-
nettore che collega I'antenna ad un circuito di amplificazione. Il connettore si suppone a resi-
stenza nulla (conducibilita infinita). I due punti sono ad una distanzad = 1.5 m. In A un segnale
di tensione all’istante t e:

va(t) = Vo sin wt = Vo sin(2mx108t)

In B il segnale arriva dopo un intervallo di tempo At = d/c = A
1.5/(3%108) s. Quindi in B il segnale all’istante t & uguale al segnale
registrato in A all’istante t-At:

ve(t) = va(t- At) = LSm
= Vo sin[2nmx108 (t - At)] =
= Vo sin[2nmx108(t- 0,5x108)] =
=Vosin(2nx108t-m) =
- Vo sin(2mx108t) = - va(t)
All'istante t in B si ha un segnale opposto a quello registrato nello stesso istante in A. Quindi in
questo caso 'approssimazione circuitale a parametri concentrati non e valida.

————————

_ (=N
Il

Esempi di frequenze e lunghezze d’onda

v’ Sistemi di potenza: 7 =50/60Hz — A=6000/5000 km
v Microonde: 7=100MHz — A=3m
v Clock di un Computer: f=3GHz — A =10cm

Modelli circuitali del bipolo

Dipartimento di Ingegneria dell’Energia Elettrica e dell'Informazione 9
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L’equazione caratteristica che definisce il legame fra tensione di ramo v, differenza di poten-
ziale fra i due terminali del ramo, e corrente di ramo i, che vi fluisce attraverso, e definita dai

fenomeni fisici che avvengono al suo interno.

Se nell’equazione caratteristica la corrente appare come incognita indipendente, il bipolo si

dice essere controllato in corrente:

v=f(i)
Qualora la tensione di ramo v sia I'incognita indipendente, il bipolo si dice
essere controllato in tensione:

i=g(v)

Il bipolo passivo assorbe o comunque non produce energia. Per la con-
venzione del bipolo passivo la corrente di ramo e positiva qualora entri
nel bipolo dal terminale a potenziale maggiore. Secondo tale conven-
zione l'energia w(t) del bipolo sino al tempo t risulta positiva o nulla:

w(t) = [Lv(t)it)dt' =0

Il bipolo attivo immette energia nel circuito. Sono bipoli attivi i genera-
tori indipendenti di tensione e di corrente, che sono le sorgenti del cir-
cuito. Le batterie e gli accumulatori sono bipoli attivi. Per la convenzione
del bipolo attivo si definisce positiva la corrente entrante dal terminale
a potenziale minore.

Il bipolo lineare ¢ descritto da un’equazione con tutti i termini lineari:

D 4 dffi)dr
0

v(t)=a+bi(t)+cT

Il bipolo non lineare é descritto da un’equazione con termini non lineari:

vt)=a + b i2 ()

Vv
P ,r'
j. \‘|
e Vg
p I

L’elemento circuitale puo essere un bipolo indipendente dal tempo od un bipolo tempo-di-
pendente. Nel primo caso di bipolo tempo indipendente i coefficienti dell’equazione caratteri-
stica non dipendono dal tempo: i coefficienti a, b, ¢, d, a’ e b’ sono costanti nel tempo. Nel caso
del bipolo tempo dipendente i coefficienti a, b, ¢, d, a’ e b’, od alcuni di loro, variano nel tempo.

[ bipoli senza memoria sono descritti da una relazione tra v ed i al medesimo istante di tempo:

v(t)=a +bi’(t) +csin[i(t)]

Per i bipoli con memoria (storage element) la tensione dipende da cio che accadra alla cor-
rente o da cio che € avvenuto alla corrente. Nel primo caso v dipende da una funzione della
derivata temporale dii. Nel secondo caso v dipende da una funzione di un integrale di i. Esempi

dei due casi sono rispettivamente:

di
t)=a+bi(t)+c—
v(t)=a i(t) Cdt

v(t) = ja i(t") dt'

Dipartimento di Ingegneria dell’Energia Elettrica e dell'Informazione
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Quanto detto si riferisce ai bipoli con memoria controllati in corrente. Nel caso di bipoli con
memoria controllati in tensione, la corrente € espressa da una funzione dell’integrale della ten-
sione nel primo caso o da una funzione della derivata temporale della tensione nel secondo

Caso.

Bipoli ideali passivi

[ bipoli ideali passivi sono: il resistore ideale (ideal | ResStor
resistor) il condensatore ideale (ideal capacitor) N
e l'induttore ideale (ideal inductor). Ciascuno di T

questi elementi descrive un singolo processo elet-
tromagnetico (EM) elementare. In un bipolo reale
non e mai presente un unico processo EM, anche se
uno dei tre e il processo dominante. Le equazioni ca-
ratteristiche per i tre bipoli ideali sono:

v(t) =Ri(t)

Condensatore
Ideale

v(t)=% ii(t') at

Induttore
Ideale

di
)= L—
v(t) i@

- resistore: v(t) = Ri(t)
- condensatore: v(t) = %fzo i(t')dt'
di
- induttore: t)=L—
induttore v(t) m

Il resistore

Il resistore € un elemento bipolare passivo che dissipa ener-
gia. Il campo elettrico fornisce energia alle cariche elettriche
accelerandole. L'energia elettrica diviene in tal modo ener-
gia cinetica delle particelle carche associata alla corrente
elettrica che attraversa il resistore. Le cariche elettriche in

moto urtano contro le particelle del materiale con cui il resi- n

store € costituito e cedono loro parte della propria energia

cinetica che diviene energia termica di questo materiale. Per
mantenere in moto le cariche e la corrente elettrica asso- i
ciata, e necessario fornire alle cariche 'energia spesa negli
urti sotto forma di lavoro del campo elettrico, lavoro che di-
pende dalla tensione a cui il resistore e sottoposto.

In un resistore vi € una relazione fra velocita delle cariche

elettriche e lavoro speso per mantenere tale velocita e
quindi fra corrente elettrica e tensione del resistore:

v(t) = fli(1)]

Un resistore ideale elementare € un elemento tempo-indipendente in
cui v e proporzionale ad i. L’equazione caratteristica del bipolo ideale

e data dalla legge di Ohm (Ohm’s law):

NV
\%
®
V'3
R=tangp !
L
i
=R ]
v
+ e
S sezione

Dipartimento di Ingegneria dell’Energia Elettrica e dell'Informazione
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v(t) = Ri(t)
Resistivity p, Resistivity
dove R & la resistenza elettrica Material  OHM.-Meters Obm-Meters Regime
(electrical resistance), caratteri- s ; 10° —
- - = = N = - ulful' 2XI01 ——
stica del resistore, la cui unita di mi- Sio - — —
, . , i 2 > \_— 1014 1
sura nell’'SI e 'ohm [simbolo: Q]. B |
. . _ \ Al O ;
L’inverso della resistenza G = 1/R e 2 00— | N eustors
la conduttanza (conductance), L -]
L’unita di misura della conduttanza — 107
nell’SI [simbolo: S]. C J
] ) o Iodine 13x107 ——0 |
La resistenza elettrica definisce la e

proprieta del resistore di opporsi al . — —
Cadmium  1.8x 107 — —————- 4 .
— 10 — > Semiconductors

flusso di carica e percio alla corrente

elettrica che attraversa il resistore I

stesso. Essa e data dalla tensione ne- Germanium .46 —

cessaria per mantenere una corrente Tellurium 0 044\:" '
unitaria: Mercury 9.4x107 — 107 |

proprieta microscopica del mate- Copper 173x10
riale di opporsi al flusso di carica per Siliver 1.63x10°
unita di superficie perpendicolare
alla densita di corrente é la resisti-
vita p:

— 10" —

Graphite 6.5x10°
v=Ri = R=v/i fron — 10~ —
Tungsten 5.4x10°% — — Conduct
. . onductors
R e una grandezza macroscopica. La Aluminum  2.73x10° é— 10— (metals)

p=1/c

L’unita di misura di p nel sistema SI & 'ohm-metro [simbolo: Qm)]. ¢ € la conducibilita elettrica
con unita di misura SI: simens/metro [simbolo: S/m]. Nella figura a fianco sono tabulati i valori
della resistivita dei materiali isolanti, semiconduttori e conduttori. La resistivita di un buon iso-
lante ¢ di circa 1012-101° Qm (vetro - 1012 QQm; ceramica - 101° Qm). La resistivita di un con-
duttore (alluminio, rame, oro e ferro) ha una resistivita minore di circa 10-8 Qm. La differenza
fra le resistivita (o le conducibilita dei due tipi di materiali € di un ordine di grandezza pari a
1019-1026.

In genere la resistivita € una caratteristica del punto e non e uniforme all’interno di un resistore.
Per un resistore costituito da un cilindro di materiale di resistivita uniforme e costante nel
tempo, con direzione del flusso delle cariche lungo l'asse del cilindro, la resistenza R e propor-
zionale, oltre che alla resistivita, alla lunghezza I dell’altezza del cilindro ed inversamente pro-
porzionale alla superficie S della sezione del cilindro:

R=pl/S
La legge di Ohm in termini microscopici ha la seguente espressione:

J=cE <& E=p]

Nella figura e riportata la resistivita di materiali utilizzati in diverse applicazioni tecnologiche.
In genere si dividono in materiali conduttori, semi-conduttori ed isolanti.
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Il condensatore e un elemento bipolare passivo che assorbe
energia dal circuito e I'immagazzina sotto forma di energia
elettrostatica. E poi in grado di restituire completamente al
circuito 'energia immagazzinata. Il condensatore e un ele-
mento con memoria (storage element). Il condensatore € co-
stituito da due armature (conducting plates), piastre di ma-
teriale conduttore, separate da un isolante. Una carica q por-
tata su una delle due armature conduttrici induce nell’iso-
lante un campo elettrico che richiama una carica uguale ed op-
posta - q sulla armatura opposta. Si genera a seguito di cio un
campo elettrico nella regione dell’isolante, origine di una ten-
sione fra le due armature. L’energia immagazzinata a seguito

Capitolo 2

*tq

Isolante

/

XK

Armature
conduttrici:

A superfice
dell’armatura

-q
—

dell’accumulo di carica viene fornita al condensatore dal circuito. Essa viene restituita al cir-

cuito quando le cariche lasciano le armature.

La relazione fra il modulo della carica q sull’armatura e la
tensione v fra le due armature indotta da q € in generale
la seguente:

q=f(v)
La corrente elettrica che entra dal terminale positivo, e
data da:

. dq
l__

4
T dt

dt

Un condensatore ideale & un elemento tempo-indipendente lineare descritto da:

d
q(9) = Cv(D) S

La capacita (capacitance) C del condensatore nel si-
stema SI si misura in farad [simbolo SI: F]. Essa é la ca-

rica richiamata su ciascuna delle due armature per unita
di tensione.

= i(t)=C

A%

Considerando un condensatore costituito da due armature uguali, piane e parallele, di superfi-
cie A ed a distanza d (si veda figura), per un isolante uniforme la capacita C € data da

A
C=-¢
d

dove ¢ e la costante dielettrica (dielectric constant)del materiale isolante.

Per il condensatore ideale si ha:

q)=Cv(t) = dq=Cdv = i(t)

. dv 1,
i(t)=C " = dv C1(t)dt =

dq

= -

v

= v(t)= %f_too i(t')dt’ sesiassume che v(-o0) = 0, od anche

Dipartimento di Ingegneria dell’Energia Elettrica e dell'Informazione
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1 ot . N qur
v(t) = v(to) + Eft i(tHdt, Vt>to
0

L’energia W¢cimmagazzinata dal condensatore all’istante t, sotto forma di energia elettrostatica,
e data da:

We(t) = ffoo v(t) i(t’)dt’ _ fOQ(t) V(q,) dql _ %fOQ(t) q/dqr N

19(H%_1 2 .
=  We(t) = P Cv(bt) [si assume che q(-0) = 0]
In regime stazionario (in corrente continua - DC current) un condensatore é un circuito
aperto (nell’isolante R = +x):

» A tensione costante nel tempo, la corrente che attraversa il condensatore e nulla (i = C

dv/dt = 0)
» Un condensatore collegato ad una batteria si carica (q =
Cv). Fisicamente
La tensione e la carica in un condensatore non possono va- v possibile
riare istantaneamente:
» Poiché per un condensatore q =dv/dt ed i=dq/dt= C t "
dv/dt, una variazione finita della tensione in un tempo

infinitesimo comporterebbe una carica elettrica ed una corrente infinite. Inoltre anche
una variazione finita della carica presente in ciascuna delle due armature in un tempo
infinitesimo comporterebbe una corrente infinita. Cio non e fisicamente possibile.
Quindi il condensatore si oppone a salti istantanei della tensione e della carica elettrica.

» Dall’espressione dell’energia di un condensatore, una
variazione finita della tensione e della carica comporte- | 1 Fisicamente
rebbero una variazione finita dell’energia elettrostatica impossibile
immagazzinata in un tempo infinitesimo. Cio corri-
sponde ad una potenza infinita in quellistante di >
tempo. Quindi, per avere un salto finito della carica e t

della tensione in un condensatore, € necessaria una po-
tenza infinita.

Il condensatore é un bipolo passivo che non dissipa energia. L’energia viene immagazzi-
nata sotto forma di energia elettrostatica. L’energia viene utilizzata per creare il campo
elettrico indotto dalle cariche deposte sulle armature. L’energia immagazzinata é poi re-
stituita quando le cariche lasciano le armature e la corrente cambia direzione.
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L’'induttore

L’induttore e un elemento bipolare passivo che, attraver-
sato da una corrente elettrica, induce un campo di indu-
zione magnetica ed un flusso magnetico associato. Esso
percio assorbe energia dal circuito per generare il campo,
e immagazzina tale energia sotto forma di energia elettro-
magnetica. Quando la corrente, e di conseguenza il flusso
magnetico diminuiscono, esso restituisce al circuito I'ener-
gia immagazzinata. L'induttore é I'altro elemento con me-
moria (storage element) della teoria circuitale.

E solitamente costituito da un conduttore percorso da cor-
rente avvolto attorno ad un nucleo di materiale ferroma-
gnetico (vedi figura). La corrente genera un flusso magne-
tico nel nucleo. Una variazione del flusso induce per la
legge dell'induzione (2° legge di Maxwell) una tensione ai
capi del conduttore, terminali dell’'induttore stesso.

Dalla legge della circuitazione (1° legge di Maxwell), dalla
legge di legame materiale e per la definizione di flusso ma-
gnetico si ha:

qSH'dlziCnct’ B=f2(H), Pp= JJBﬁ dS =
! s

Capitolo 2

S
A — superficie
della sel;,io{t-e del N - numero
nucleo di spire
I—
altezza
del nucleo
in ferro

Quindi il flusso magnetico risulta dipendere dalla corrente elettrica. In generale la relazione che

lega ®padie:

®s = f{i)
Si supponga che ®g sia il flusso attraverso la superficie S il
cui contorno € definito dal circuito della corrente i. In tal

caso il flusso e il flusso concatenato con la corrente i. Per
la legge dell'induzione (2° equazione di Maxwell) si ha:

d -
=7 — V= Ef(l)

Un induttore ideale & un elemento tempo-indipendente li-
neare descritto da:

Os() =Li() = v(1)= LZ—i

L’'induttanza L nel sistema SI si misura in henry (simbolo
SI: H). L'induttanza é il flusso magnetico indotto per unita
di corrente.

o
w

Per un induttore con nucleo in ferro cilindrico di lunghezza I e sezione A di materiale ferroma-
gnetico uniforme attorno al quale si avvolge un conduttore con un numero N di spire, I'indut-

tanza é:

Dipartimento di Ingegneria dell’Energia Elettrica e dell'Informazione
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Dove u e la permeabilita magnetica (magnetic permeability) del nucleo in ferro e si misura
in henry al metro (simbolo SI: H/m).

Per I'induttore ideale si ha:
dog di

Op(t) =Li() = dPe=Ldi = v(=—_'=L—

di .1
v(t) =L I = di= L v(t)dt =

= ()= % ffoo v(t')dt" sesiassume che i(-») = 0, od anche

i(0) =ito) + T ftf) v(t)dt, Vt>to

L’energia Wi, immagazzinata dall'induttore all’istante t, sotto forma di energia elettromagne-
tica, & data da:

wue = [ vE)i)dt = [ Lidi’ =

1. . . .
= Wit = 5 L 1(‘()2 [si assume che i(-«0) = 0]
In regime stazionario (in corrente continua - DC current) un induttore é un circuito chiuso
(il conduttore si assume sia a conducibilita infinita per cui R = 0):

» Quando la corrente e costante nel tempo la tensione indotta dall’induttore e nulla (v =
L(di/dt).

La corrente che attraversa un induttore non puo variare istantaneamente:

» Poiché in un induttore v = L di/dt, una variazione finita

della corrente in un tempo infinitesimo comporterebbe | . . .
. e \ s g o 1 Fisicamente
una tensione infinita. Cio non e fisicamente possibile. .
Quindi I'induttore si oppone a salti istantanei della cor- possibile
rente elettrica. >
» Dall’espressione dell’energia di un induttore, una varia- t

zione finita della corrente comporterebbe una varia-

zione finita dell’energia magnetica immagazzinata in un tempo infinitesimo. Cio corri-
sponde ad una potenza infinita in quell’istante di tempo. Quindi, per avere un salto finito
della corrente in un induttore e necessaria una potenza infinita.

L’induttore é un bipolo passivo che non dissipa energia.
L’energia viene immagazzinata sotto forma di energia elet- i Fisicamente
tromagnetica. L’energia viene utilizzata per creare il impossibile
campo magnetico indotto dalla corrente che fluisce nel

conduttore avvolto attorno al nucleo. L’energia immagaz- : >
zinata e poi restituita quando la corrente diminuisce.
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Bipoli attivi: generatori indipendenti

[ generatori indipendenti di ten-

sione e di corrente ideali sono ri- Generatori di Generatore di
portati in figura. Essi sono le sor- tensione indipendenti corrente indipendente
genti indipendenti del circuito. Il N +

+
generatore indipendente di ten- i i
sione con tensione comunque va- v, A v=v,, Vi i, i=i, Wv
riabile nel tempo e rappresentato (Cost)
dal primo simbolo a sinistra in fi- - - -

gura. Il secondo simbolo rappre-
senta un generatore di tensione costante (batteria od accumulatore). Il terzo simbolo si riferi-
sce ad un generatore di corrente indipendente.

Il generatore indipendente di tensione

+ + .
Per il generatore indipendente di tensione ideale, i i_L v V=Yg, Vi
la tensione generata non varia al variare della cor-
rente che attraversa il bipolo. In questa ipotesi si Vs Vs
trascura la resistenza interna del bipolo che pro-
duce una tensione che si oppone alla tensione ge-
nerata e che aumenta all’'aumentare della corrente.

-

Poiché nei generatori reali la tensione indotta dalla
resistenza interna al passaggio della corrente si
oppone alla tensione del generatore, essa e anche
detta una caduta di tensione.

Un generatore indipendente reale e percio rappre- VS/Ri !
sentato da un ramo con un generatore ideale di
tensione in serie (vedi figura) ad una resistenza
che é la resistenza interna R; del generatore reale s |
(due bipoli in serie hanno un terminale in comune | 's
e la stessa corrente attraversa prima l'uno e poi
I'altro bipolo). La tensione ai terminali del genera- R,
tore reale € percio data dalla tensione del genera-
tore ideale vs meno la caduta di tensione dovuta al passaggio di corrente attraverso la resistenza
interna:

VvV =Vs - Rji

Qualora si colleghi al generatore reale una resistenza di carico Ry, (si veda circuito in figura ove
il simbolo per Ry indica una resistenza che puo essere variata), dalla LKT si ottiene:

RLi+ Rii-vs=0

Rri-vL=0 ove vy, € la tensione a cui e sottoposto il carico.
Ry
= VL= Vs
Ry +Rj
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Il generatore indipendente di corrente

Per il generatore indipendente di corrente ideale, la
corrente generata non varia al variare della tensione
a cui il bipolo € sottoposto.

Un generatore indipendente reale e costituito da due
rami in parallelo (vedi figura): un generatore ideale

Capitolo 2

Vv

S

di corrente e una resistenza che é la resistenza interna R; del generatore reale. I due rami in
parallelo hanno entrambi i terminali in comune e sono sottoposti alla stessa tensione. In questo
caso parte della corrente generata fluisce attraverso la resistenza R; con ricircolo interno. La

corrente i del generatore reale é:
i = is - V/R1

ove is e la corrente generata dal generatore ideale e
v/R; e la corrente che ricircola all'interno del genera-
tore reale attraverso la resistenza interna. Qualora si
colleghi al generatore reale una resistenza di carico
Ry, dalla LKC si ottiene:

i-is+vy/Ri=0
vL=RL1 ove vi. ¢ la tensione ai cui
e sottoposto il carico.
Rj
Ry +Rj

= 1= is

Generatori pilotati

v
RI]S‘|\

| N

1, 1

RL VL/ RL
Ry

Nei generatori pilotati o generatori
dipendenti di tensione o di -corrente
(controlled sources - dependant sources) la
tensione generata o la corrente generata
dipendono dalla tensione o dalla corrente in
un altro ramo del cicuito.

Le equazioni caratteristiche dei generatori
pilotati sono:

V = U Vr per il generatore di tensione
pilotato in tensione

V =Imir peril generatore di tensione
pilotato in corrente

1=gm Vr per il generatore di corrente

Generatori pilotati

V=RV, V=11

Generatore ditensione Generatore ditensione
pilotato in tensione pilotato in corrente

1=8n Vi 1 =ocir

pilotato in tensione Generatore di corrente Generatore di corrente

i=oair peril generatore di corrente

pilotato in tensione pilotato in tensione

pilotato in corrente
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ove vr e ir sono tensione e corrente pilotanti in rami diversi da quelli del generatore dipendente.
I'm € gm hanno le dimensioni di una resistenza e di una conduttanza rispettivamente. p ed o
sono numeri puri.

Circuito aperto

Un ramo in circuito aperto (open circuit) non permette il passaggio
di corrente per qualsiasi valore della tensione ai due terminali del Sy
ramo. Questo ad esempio & il comportamento di un interruttore | v

aperto.

Un ramo in circuito aperto puo essere considerato come:
e un generatore di corrente indipendente con is = 0 V.
e unresistore con R =+

L’equazione caratteristica é:

i=0, Vv

Corto circuito

Un ramo in cortocircuito (closed circuit) permette il passaggio di una corrente di qualsiasi
valore inducendo una tensione nulla fra i suoi due terminali. Questo ad
esempio e il comportamento di un interruttore chiuso.

Un ramo in cortocircuito puo essere considerato come: cc
e un generatore di tensione indipendente con vs = 0
e unresistoreconR=0

L’equazione caratteristica e: s

v=0, Vi 1

Il diodo 1

Il diodo ideale (ideal diode) é un bipolo che funge da cir- ; i
cuito aperto per una corrente positiva e da circuito chiuso v
per una corrente negativa. Quando v < 0 (diodo polariz- !
zato negativamente) la corrente € nulla. Quando i > 0 . v
(diodo in conduzione) la tensione e nulla. L’equazione ca-
ratteristica del diodo ideale e:

i=0 per v<2©0 Sl

Vl=0<:{V=Operi>0 v

I diodi a giunzione pn (pn-junction diode) sono elementi
circuitali reali con una regione di funzionamento definita A
da v > va. Per tensioni inferiori si ha la rottura del diodo.
L’equazione caratteristica é:

i = I [exp (V—VT) — 1]
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dove Is [~ pA] e la corrente di saturazione (saturation current). Vr = kT/e (per T = 300 K si
ha Vr = 0,026 eV) e la tensione termica (thermal tension).

Serie di resistori

Due o piu resistori si dicono in serie ) R R R,

in series) quando sono posti uno di 1 1 2 -1
geguito all)’a?tro (vedi figufa). I nodi in — Wt VW VYV
comune collegano esclusivamente due ! 2 3 n-1 i
dei resistori in serie. Attraverso cia- 1 Req

scun resistore fluisce la stessa cor- — —MW\—>-e

rente. Dalla figura si ottiene: 1 0

Vin=V12+V23 + ...+ Vnin
vi2=Ri1, v23=Rai, ..., Vaiin=Rn1l =

= Vin= 1 (R12+ Ros+ ... + Rn—l,n) _—

— Req = (R12+ Ry+ ...+ Rn-l,n) = Z;(l;% R

Req € la resistenza equivalente alla serie di resistori attraverso cui per la stessa tensione fra i nodi 1 ed
n fluisce la medesima corrente. Si ha anche:

= yn- 11
Geq k=1g,

Parallelo di resistori
R, 1;
Due o piu resistori si dicono in parallelo (in parallel) quando —NW—>—
hanno in comune i terminali di ingresso ed i terminali di uscita . R, 1,
della corrente. Tutti i resistori sono sottoposti alla stessa ten- 1 — VW
. . . . . — —@ *—o
sione. Dalla figura si ottiene quanto segue: 1 e n
i = i1+t in A2
n=— Rlil = R2i2, eee — Rnin
Req
SO (+++)Vln
1 = Vin =5 1 n
Ry Rn/  Req
1 n 1
= —=—+ + +—=2_—
Req R1 Rn k=1 Rk

Req € la resistenza equivalente al parallelo di resistori attraverso cui per una data tensione fra i nodi 1
ed n ¢ attraversata dalla corrente pari alla somma delle correnti che attraversano i resistori in parallelo
posti fra quella tensione. Si ha anche:

Geq = Z}}:l Gy
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Elettrotecnica T Capitolo 2

Esempi di resistori in serie e parallelo

- lL - -
1

Resistore in serie con un Resistore in serie con un n resistori in serie con
ramo in circuito aperto ramo in circuito chikuso resistenze R uguali

—_—) ‘ Req = R. n
Resistore in parallelo con Resistore in parallelo con un n resistoriin parallelo
un ramo in circuito aperto ramo in circuito chikuso con resistenze R uguali

Nella figura sono riportati alcuni esempi particolari di resistori in serie ed in parallelo.

Esempio di analisi circuitale con resi-
stenze in serie e parallelo

Dati del problema:
R1=1Q, R2=1Q, R3=30Q, Rs=2Q, Rs=20Q,

Rs = 0.5Q, R7=1Q, Rg =60, Ro =1Q, Rio=1Q.
Vs=40V
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Si determinino le tensioni e le correnti di ramo.

Si sostituiscono via via i resistori in serie e parallelo
con i resistori ad essi equivalenti:

Rleq - R4+R5 - 1Q
U
U

RZeq = Rl + R2 + Rleq

=30
U
RyeqRz
R3eq = L =
=1.5Q
U
R4eq =Re+R7 + R3eq =
=3Q
U
RseqRs
RSeq = s =
=2Q
U
REq = R9 + R10 + RSeq =
=4Q)

==

Capitolo 2

Vieq = ilequeq =3.33V

14=Vieq/ R4, 12 =1.67 A
i5= Vieq/Rs, 15 =1.67 A
)

R, 1 Rs g Ry 1

i3 =V3eq/ R3=-3.33 A

i1 =12 = - i1eq = V3/Raeq

i1 =12=-11eq=-3.33 A

i

i6=-17=1i3eq = l4eq = -6-67 A

Vieq = V3eqt+ Ve - V7

V3eq = Vieq - Relg + R7i7 =-10 V
i
Vseq = Vieq= Vg=-20V
l4eq = Vi4eq/Raeq; i8 = v8/Rs
i4eq=-€.67 A; ig=-3.33 A

V9+Vseq+Vio= -Vs

Vseq+Rolg+R10i9= -V
VSeq = '20 V

)
i9 = ‘Vs/REq = '10 A

R3eq RS e VS
Ry iy
Ry 1o
l4eq ig
Riq Ry &) Vs

Trovata la tensione equivalente del circuito, percorrendo il percorso inverso si calcolano le ten-

sioni e le correnti di ramo.

Partitore di tensione

Dipartimento di Ingegneria dell’Energia Elettrica e dell'Informazione
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La tensione fra il terminale di ingresso e quello di uscita di una
serie di resistori si suddivide in modo tale per cui la tensione ai B
capi di ciascun resistore e direttamente proporzionale al rapporto
frala suaresistenza e la resistenza totale della serie. Per il circuito

in figura con due resistori in serie si ha:

Vs Vs
Req=R1+R2 f— 1l=—"—"=
Dalegge LKT:
vVi+ V2 -VS = 0
= vi=Vs-v2=Vs-Rai =
v2=Vs-vi=Vs-Rii =

Partitore di corrente

La corrente entrante in ingresso in un terminale collegato a
piu resistori in parallelo si suddivide fra di essi in modo tale < .
per cui la corrente attraverso ciascun resistore € diretta- ;
mente proporzionale al rapporto fra la propria conduttanza | |
e la conduttanza totale del parallelo. Per il circuito in figura '\‘

con due resistori in parallelo si ha:

R1+R;y
Geq = 1/R1+1/R2 = 1/Req =
R1Rz
_ _ _ RiRy
f— V= Is/ Geq - Req Is —_ R1+R2 IS
Dalegge LKC:

i1+i2-Is=O

=

izzls_ilzls—le f— iz=IS—Glls/Geq

Connessione di resistenze a stella ed
a triangolo

Un sistema circuitale di tre resistori puo essere
connesso a triangolo (delta connection) od a
stella (wye connection). Esempi di connes-
sione a triangolo ed a stella sono riportati nella
figura a fianco.

Dipartimento di Ingegneria dell’Energia Elettrica e dell'Informazione

ilzls_izzls—GZV f— 11=IS—G215/Geq

Capitolo 2
R, C
1
R, V.,
A
R4
= Vs
R{1+R;
R,
= Vs
R1+R;
B
1 1,
Iy
R, R,
) A
= i1=1 G 1 = R I
1T ¥ Geq V7 R+R, °
= ix=1 G2 I = Ry I
27 " Geq 27 R+R, °

T
<

Connessionia
triangolo

Connessionia
stella
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E possibile trasformare una stella di resistenze in un triangolo di resistenze che opera in modo
equivalente alla stella e viceversa. I tre resistori collegati a stella ed i tre collegati a triangolo
operano in modo equivalente quando, qualora i nodi 1, 2 e 3 siano sottoposti alle stesse ten-
sioni, richiamano dal circuito le stesse correnti.

Molto spesso questa operazione risulta di particolare efficacia nell’analisi circuitale.

Si supponga di connettere ad una rete il nodo
1 ed il nodo 2 e di lasciare il nodo 3 non con- 1 2
nesso sia nel triangolo che nella stella. La resi-
stenza equivalente della connessione a stella Ry Ry -
Ri2(Y) vista dalla rete e data dalla serie delle <:—>

resistenze Ry: ed Ryz. La resistenza equiva-
lente della connessione a triangolo Ri2(A) vi- Rp
sta dalla rete e data dal parallelo di Ra1 con la
serie delle resistenze Raz ed Ras:

R12(Y) = Ry1 + Ry2;  Ri2(A) =Ra1// (Raz + Ras)

Analogamente qualora si colleghino i nodi 2 e 3 e silasci scollegato il nodo 1, e successivamente
si colleghino i nodi 3 ed 1 e si lasci scollegato il 2 si ottiene:

R23(Y) = Ryz + Ry3;  R23(A) =Raz// (Ra1 + Ras)
R31(Y) = Ry1 + Ry3;  R31(A) =Raz// (Ra1 + Raz)

Per I'’equivalenza fra il sistema a stella ed il sistema a triangolo deve percio essere:
Ri2(Y) =Ri2(A); Rz3(Y) =Rz3(A); Rsz1(Y) =Rsz1(A)

Per 'equivalenza stella-triangolo tali uguaglianze devono
essere verificate per qualsiasi collegamento dei tre nodi
1, 2 e 3 affinché cio si verifichi anche per le particolari 1
connessioni descritte sopra. Da esse percio si ottengono
le espressioni di trasformazione dalle resistenze a trian-
golo alle equivalenti resistenze a stella:

(§]
(95}
)

i

— RuRys
v Ry+Ru+Ry;
— RuR 4y,
Y2 Ry +R,+Ry 3
RuR s

Y3~
RAl +RA2 +RA3
Per Rai=Ra2=Raz=Ra e RYl=Ryz=Ryg=Ry, si ha Ry=RA/3.

Per la trasformazione dalle resistenze a stelle alle equivalenti resistenze a triangolo risulta:

Dipartimento di Ingegneria dell’Energia Elettrica e dell'Informazione 24



Elettrotecnica T Capitolo 2

— 1{Y11{Y2 + 1{Y211Y3 + 1{Y31{Y1

RAl -
RY3
R _ RYlRYZ + RYZRY3 + RYBRYI
A2 T R
Y1
R _ RYIRY2 + RYZRY3 + RY3RY1
A3 T R
Y2

Per Ry1=Ry2=Ry3=Ry e RA1=RA2=RA3=RA, sihaRa=3Ry.

Serie di condensatori

Due o piu condensatori sono in serie quando ; Gy G, Caa

sono posti uno di seguito all’altro. I nodi in co- | — ._"_*_._"_,_. ...... ‘_"_,_.

mune collegano esclusivamente due dei con- T S L R n-17" " n

densatori in serie. Attraverso ciascuno dei con- Vi V2 o-1

densatori fluisce la stessa corrente. Dalla figura C

si ha: 1 e
v=vi+vVv2+..+Vp1 1+ v “n

. I U SN
dove:  vk= c ftol(t )dt' + vi(ty) =
I S P N S s S N SN S PPN
= V= ¢ ftol(t )dt + 2 ftol(t )dt’ + o ftol(t )dt
+vi(to) + va(to) + -+ vu_q(to) =
) IS 1A + vy (ko) + ++ + Vs (to)

= v= (C1+C2+ o

= V=—f i(t)dt" + v(ty)
Ceq to

Ceq € la capacita del condensatore equivalente alla serie di condensatori che per la stessa tensione fra
inodi 1 ed n ¢ attraversato dalla medesima corrente:

- Gratren)

Ceq
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Parallelo di condensatori

PN . . . G il
Due o piu condensatori sono in parallelo quando hanno in comune _II__
i terminali di ingresso ed i terminali di uscita della corrente. Tutti c '
i condensatori sono sottoposti alla stessa tensione. Per la LKC si i ? II 1
. . —_— —e
ottiene quanto segue: ) "
i = il + i2 +...+ in Ca in
. dv II
D1k = -
dove: 1k = Cg ” | .
. dv dv dv 1
1 = —_ —_ cee —_ —_— .—II—’—.
= Cldt+C2 Olt+ +Cnolt = 1 .
. dv
= 1= (G +C++C) =
. dv
= 1 = Ceq T

Ceq ¢ la capacita di un condensatore equivalente al parallelo di condensatori che per una data tensione
fra i nodi 1 ed n ¢ attraversato dalla corrente pari alla somma delle correnti che attraversano i con-
densatori in parallelo posti fra quella tensione:

Ceq= Ci+Ca+...+GCy

Serie di induttori

Due o piu induttori sono in serie quando sono
posti uno di seguito all’altro. I nodi in comune — — >IN > — >

collegano esclusivamente due degli induttori 1 R * v, 3 w1 vy, D
in serie. Attraverso ciascuno degli induttori in )
serie fluisce la stessa corrente. Dalla figura si . L.,
ha: — )
+ f—
V=vitvat..tVni by o

di
: = Ly —
dove: vk k3t

di di di
= vV = L1a+Lza+"'+Ln_1a =
di
= v=(Lg+ly+ -t Lly)g =
. di
= 1 = Leqa

Leq € I’induttanza dell’induttore equivalente alla serie di induttori che per la stessa tensione fra i nodi
1 ed n ¢ attraversato dalla medesima corrente:

Leq = Ll + L2 + ...+ Ln-1
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Parallelo di induttori
Due o piu condensatori sono in parallelo quando hanno in co- Ly 0 1
mune i terminali di ingresso ed i terminali di uscita della cor-
rente. Tutti i condensatori sono sottoposti alla stessa tensione. L, i
Per la LKC si ottiene quanto segue: 1 —{QQQQQ/—%—
— | Y
i=1i1+i2+ .. +in N n
. 1 ,t / / . L, in
dove: 1k= L_ft v(tDdt + ig(ty) = 00000,
k " to
= i = L v)dt + = [ v(t)dt + L
L, "% L, 't 1 eq
1/t
+oe =[O v(t)dt + — >
L, “to 1
n
+i1(to) +i2(to) + -+ + in(to)

(e ) uedt 4
= 1_(L1+L2+ +Ln)ft0"(t)dt +1;(t) + -+ + in(to)

= i=— [ v(t)dt' + i(to)
Leq to

Ceq € I’induttanza di un induttore equivalente al parallelo di induttori che per una data tensione fra i
nodi 1 ed n ¢ attraversato dalla corrente pari alla somma delle correnti che attraversano gli induttori
in parallelo posti fra quella tensione:

1 1 1 1
LG )

Induttori mutuamente accoppiati

La relazione fra flusso magnetico e corrente elettrica che lo
genera, con essa concatenato, per la 1° legge di Maxwell e:

@p = (i)

Inoltre per la 2° legge di Maxwell e:

d .
e T vEalW

Per un induttore ideale:

PO =Li() = V(t)=Lz—i

Questa relazione assume che la corrente che genera il flusso magnetico sia unica.

Qualora le correnti siano due, i1 ed iz, i contributi al flusso sono due: un contributo generato
dalla prima corrente ed uno dalla seconda. Inoltre il flusso puo essere il flusso che attraversa la
superficie il cui bordo € costituito dal circuito di i1, quindi ad essa concatenato, o quello che
attraversa una superficie il cui bordo é costituito dal circuito di iz e con essa concatenato.
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Il contributo al flusso concatenato con il circuito dove
fluisce i e generato dalla corrente iy & ®1(i1). Il contri-
buto al flusso concatenato con il circuito di i1 e generato
dalla corrente iz e ®@1(i2). Il flusso totale concatenato con
i1 € dato dalla sovrapposizione dei due contributi:

Dc1 = D1(i1) + D1(i2)
Qualora il sistema sia lineare:
@c1 = L1i1 + M12i2

In questa espressione Li e 'auto induttanza (self in-
ductance) ed M1, e la mutua induttaza (mutua induc-
tance). Per circuiti tempo indipendenti, per cui L1 ed M12 non dipendono dal tempo, si ottiene:

dcbcl dll
dt

Analogamente il flusso totale concatenato con iz € dato dalla sovrapposizione dei contributi do-
vuti alle due correnti di i1 e i2:

V1= =Lt M5 dlz

Dcz2 = Loiz + M21i1

la tensione indotta nel circuito di i é:

dcbcz dlz d11
V2 = =L,—+ My, —
2 dt 27q + Marge
Le auto induttanze sono sempre po-
sitive mentre le mutue induttanze M12> 0 M12> 0
possono essere positive o negative.
Cio dipende dal reciproco posiziona-
mento dei due circuiti. Inoltre si di-
mostra che M1z = Mz21.
Due induttori mutuamente accop- ; Mp<0 . . M12 <0
1 2

piati si indicano come nella figura a -— s e 2
fianco. La convenzione dei due pallini ¢ ¢

riguarda il segno di M12. M2 > 0

quando i pallini corrispondono ai . o

terminali dei due induttori con cor-

rente entrante in entrambi oppure uscente da entrambi. Nel caso in cui i pallini siano posti uno
vicino ad un terminale in cui la corrente entra e I'altro vicino ad un terminale da cui la corrente
esce, allora M12 < 0.

L’energia Wi immagazzinata dai due induttori accoppiati magneticamente all’istante t, sotto
forma di energia elettromagnetica, e data da:

t ! . ! ! . ! !
Wi(-o0,t) = [ [vi(t) iy (t') + v, (t) ip(t)]dt =
= f_too {L1 i — dh . T M, [i1 ‘illtz + i O(liltl] + L iy dlz} dt =

t 1, . A
=/ _d [E Lyi2 + My,igi, + ELzlg] =
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= Wi(-0,1) = Lyl + Mypll, +5 L1

dove i1(-00) = iz(-00) = 0. Inoltre I; ed Iz sono i valori delle correnti i; ed i all'istante t.

Elemento circuitale multiporta

Un elemento circuitale con un numero pari di terminali 2N puo es- Ne——]
sere organizzato come elemento circuitale multiporta (N port W N
circuit element). La corrente entrante per un terminale di cia-
scuna porta e uguale alla corrente uscente dall’altro terminale
della porta medesima. Ogni porta dell’elemento e descritto dalla
corrente e dalla tensione fra i due terminali.

Un multiporta che si comporta come tale indipendentemente dai
suoi collegamenti esterni si dice multiporta intrinseco (intrinsic
N port element).

Il sistema di equazioni caratteristiche di un elemento ad N porte € dato da N equazioni scalari
che mettono in relazione le N tensioni di porta alle N correnti di porta:

vi = fi(iy, iz, e, IN)
vz = f2(i1, iz, «r , IN)
vn = fn(iy, i2, «.or, IN)
La potenza assorbita dall’elemento multiporta é:
p(t) = vii1 + vaiz + ..., + VNIN

L’energia assorbita al tempo t €:

W(t) = /- p(Ddt

Elemento circuitale biporta

Un elemento circuitale a due porte o biporta (two port circuit element) € molto comune nella
tecnica. Esso e un quadripolo organizzato in due porte. Solitamente si individua una porta di
ingresso con tensione vi e corrente ii, ed una di uscita, con tensione v; e corrente iz, come nel
caso di un amplificatore di un impianto HI-FI, o di un trasformatore monofase a due avvolgi-
menti. Il segnale da amplificare entra nell’elemento dalla porta di ingresso ed esce amplificato
da quella di uscita. Cosi nel trasformatore entra dall’ingresso il segnale da trasformare che esce
trasformato da quella d’uscita.

L’equazione caratteristica per un elemento

biporta e: L4 b
X Impianto HI-FI -

.. . e

v = f1(iy, i2) ol K

i1, I Vl Tansformatore a 2

ve =t (11’ 12) . due avvolgimenti o

5 .

Per un biporta lineare le funzioni f; ed f2 sono

funzioni integro-differenziali lineari nelle va-
riabili i1 ed i2.
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La potenza del biporta e:
p(t) = vii1 + vaiz

Due induttori mutuamente accoppiati possono es-
sere considerati un elemento circuitale a due porte,
b

! \

1

1
L, 1V

U

dove:
di, di,
vi=L —+ M;,—=
1 1 at + My, dt
di, diy !
v2=L,—+ M,,— ‘
2 2 gt + My dt
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