METODI PER L'ANALISI DEI CIRCUITI

Nel seguito vengono illustrati, mediante esemmiyai tra i metodi piu utilizzati per I'analisi dei
circuiti elettrici. Il problema che si vuole ris@ke € il seguente: assegnato il circuito elettede
grandezze impresse dai generatori indipendenteptesn generale funzioni qualunque del tempo,
si vuole calcolare 'andamento temporale delleexire delle tensioni in tutti i rami del circuitSi
suppone per semplicita che tutti i componenti sidgidbipoli, potendosi ricondurre a questa ipotesi
mediante l'introduzione di circuiti equivalenti d@mponenti a piu di due terminali. Gli esempi
illustrativi si riferiscono, per semplicita, a aiiti in regime stazionarigo regime di corrente conti-
nua o DC), definito dalla condizione dAtO. In tal caso, ogni grandezza nel circuito sipsune
tempo-invariante.

1.DAI CIRCUITI Al GRAFI

Dato un circuito con N nodi ed R rami su cui siassegnati i versi delle correnti, si dogefo

(o, piu precisamentgyrafo orientato) associato al circuito un oggetto costituito datdissi nodi e
dagli stessi rami del circuito, orientati con irseedelle correnti (i rami sono solitamente rappres
tati omettendo il componente, quindi con una lioeatinua che connette i due terminali). Notiamo
che si € cosi evidenziata la struttura topologiehaitcuito, cioé il modo in cui sono connessi i
componenti tra loro, senza preoccuparsi delle arstiche dei componenti stessi. Ad ogni ramo
sono associati una corrente di ramo ed una tensiorano. E possibile associare ad ogni nodo un
potenziale (tensione di nodo) definita come terssiesistente tra il nodo in esame e il nodo di rife-

rimento, il cui simbolo el , scelto arbitrariamentina proprieta del circuito che si trasferisce al
corrispondente grafo é f@oprieta di connessione secondo la quale un circuito € connesso se per
ogni nodo del circuito e possibile trovare un pesooattraverso i rami che connetta tale nodo al
nodo di riferimento (nel caso in cui il circuito m@ia connesso vedremo che € sempre possibile
connetterlo interponendo_wollegamento tra ogni coppia di circuiti non cossig Ogni ramo del
grafo e orientato come la corrente in quel ramo/ areentazione della tensione del ramo puo esse-
re fatta indipendentemente da quella della corréntéavia, usualmente la tensione sara orientata
secondo la convenzione degli utilizzatori in mod® da corrente scorra dal terminale positivo a
quello negativo. Con questa convenzione, la potp(iza v(t) i(t) € assorbita se positiva, erogata se
negativa. Se la tensione € orientata in senso tpgposnvenzione dei generatori), allora la potenza
e assorbita se negativa, erogata se positiva.

Le Leggi di Kirchhoff (equazioni topologiche) pertomo di scrivere delle equazioni che descri-
vono la topologia del circuito, ovvero il modo ini ¢ componenti sono connessi tra loro:

- Legge di Kirchhoff delle Correnti per un nodo (CK: la Zir =0 (1.a)
somma algebrica delle correnti su tutti i rami mnodo e nulla. r(RAMI) '

- Legge di Kirchhoff delle Tensioper una maglia (LKF): per er =0 (1.b)
ogni maglia la somma algebrica delle tensioni diga nulla. r(RAMI) '

- Legge di Kirchhoff delle Tensiomer un ramo (LK7J): ogni

tensione di ramo e pari alla differenza tra le itmmdi nodo dei Vag = € — 6 (2.c)

suoi terminali positivo e negativo.

A titolo di esempio si consideri il circuito illustto nella figura 1.a (N = 4 nodi, R = 6 rami), do-
ve non sono stati indicati i versi positivi dellnsioni di ramo, perché si suppone di considerare
comunque versi di riferimento associati per tenisiencorrenti di ramo mediante la scelta
dell’'utilizzatore. Il grafo orientato corrisponderg illustrato in figura 1.b.
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Scriviamo le equazioriKC e LKT utilizzando il grafo associato al circuito. Supponb che il
grafo abbia N nodi e R rami orientati. Con riferimteeal grafo di figura 1.b, N=4 (A, B, C, D) e R
= 6. Si scelga ad esempio il nodo D come nodofeiimento per le tensioni e si indichino can e
es ed e le tensioni dei nodi A, B e C rispetto al nodaitgrimento (¢ = 0). Le equazioni LKTe
LKC, assumono allora la forma rispettivamente dell@ €2(2.ii):

ramol v, =€z —€,
ramoz2 |V, =€g —€,
ramo3 |V, =€z — €.

LKT,:
ramo4 |v, = e

(2.0)

ramos |V, = —e.

ramo6 |vs = e,

(una equazione per ogni ramo, quindi in generaggRazioni in cui compaiono R tensioni di ramo
ed N- 1 tensionidi nodo; nellesempio in oggetto possiamo quindivere 6 LKT; in cui compaio-
no 6 tensioni di ramo ed 3 tensioni di nodo)

nNodoA |—i, —i,+iz =0
LKC,: nodoB<i, +i, +i; =0 (2.1i)
nodoC |—iy; +i, —i; =0

(una equazione per ogni nodo, meno quello di nfento, quindi in generale N1 equazioni in cui
compaiono R correnti di ramo; nellesempio in oggaiossiamo quindi scrivere 3 LKGn cui
compaiono 6 correnti di ramo). E ovviamente possibirivere una ulteriore LKCapplicata al no-
do di riferimento (- i — i4 + is = 0), ma e facile mostrare che € una combinadioeare delle pre-
cedenti N- 1. Infatti, tale equazione si ottiene sommand@ &) cambiate segno.

Si noti che le (2.i) e le (2.ii) sono R +-N1 equazioni in 2R + N 1 incognite (tensioni di ramo,
tensioni di nodo e correnti di ramo): per risolvéreircuito dobbiamo aggiungere ancoraeRua-
zioni, e precisamente i modelli dei componenti.

Le (2.ii)) sono state scritte considerando posileecorrenti

uscenti nei nodi e negative quelle entranti. Larivatei coef- -1 -1 0 0 0 1
ficienti del sistema (2.ii) prende il nome di me#ridi inciden- A=l1 1 1 0 0o o
za ridotta. Indicata com\, essa ha dimensioni (N 1)xR;

nell’esempio in oggetto possiamo quindi scriveresdguente 0 0 -1 1 -10
matrice X6:

che ci permette di rappresentare il sistema (2eila formaA i = 0, avendo indicato conil vettore
colonna delle R correnti di ramo ordinate secormlmumerazione dei rami. Con le convenzioni
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utilizzate ed avendo scritto le equazioni nell'oeispecificato dalla numerazione dei rami (1, 2, 3,
4,5, 6,...) e dall'indicizzazione dei nodi (A, B, D,...) anche il sistema (2.i) puo essere rappresen-
tato tramite la matrice di incidenza ridotta conre AT e, dove T indica I'operazione di trasposizio-
ne,v il vettore colonna delle R tensioni di ramo ordénsecondo la dalla numerazione dei rame ed

il vettore colonna delle N- 1 tensioni di nodo ordinate secondo lindicizza=iodei nodi.
Nell’esempio in oggetto possiamo quindi scrivere

il
1-10 0 o 1] —i,—i,+ig] [0
Ai=|1 1 1 0o o offsl= i, +i,+i, +=40t=0
0 0 -1 1 -1 0 :4 iy +i, —ig] |0
5
i6
v, -1 1 0 € —€,
v, -11 0 € —€,
eA
v V, —ATe= 0 1 -1 o b= € — €
v, 0O 0 1 . €.
Ve 0o 0 -1 ° -e.
Vg 1 0 O €u

Se si utilizzano convenzioni diverse nella scrdtatelle LKG, e delle LKT, o non si rispetta
I'ordine predefinito di rami e nodi, la matriceidcidenzaA é comunque definibile e le LKCap-
presentabili nella forma i = 0. Tuttavia le LKT divengonov = M e, doveM e una matrice costan-
te di dimensioni R (N - 1) la cui relazione coA™ & comunque definibile, ma piti complicata.

La LKT puo essere enunciata considerando le maglie aelittir(secondo la formulazione 1.b).

Per questo, introduciamo il concettoatliero Tassociato ad un grafe:

1. T éun sottografo dG con tutti i nodi e una parte dei rami; ogni ramas&rva la sua orienta-

zione;

2. T econnesso;

3. T é privo di maglie: c’é un solo percorso che collegai coppia di nodi.
Ovviamente, ad ogni grafo e associato piu di ueralbComunque, ogni albefioha N— 1 rami. |
rami di G appartenenti & sono chiamatrami dell'alberg mentre i rimanenti sono chiamasimi
del coalbero(e sono R-N + 1). Se aggiungiamo un ramo del coalbeTo, @reiamo una maglia che
e formata da rami dell'albero e da quell’'unico radeb coalberorfiaglia fondamenta)e Per ogni
ramo del coalbero, possiamo ripetere I'operaziarendndo ogni volta una maglia diversa, indi-
pendente da tutte le alffe Si pud allora dimostrare che il numero di magiidipendenti di un cir-
cuito (cioe lI'insieme delle maglie fondamentalipari ai rami del coalbero, e precisamente |
-1)=R-N+1.

© m maglie si dicono indipendenti se heequazioni ottenute applicando la LKT ad ognunagiie sono linearmente
indipendenti (cioé la matrice dei coefficienti érdhgo massimo). Pertanto, una maglia € indipeedéataltre se la
relativa equazione LKT e indipendente dalle equadi&T delle altre.
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A titolo di esempio si consideri il gra-
fo illustrato nella figura 1.b; uno dei
possibili alberi & illustrato con le linee
continue (rami 2, 3 e 4). | rami tratteg-
giati sono quelli di coalbero (rami 1,5 e
6). Le maglie indipendenti sono quindi
R-N+1=3e, in particolare, a = (1,2),
b= (5’4), c= (6,4,3,25? Figura 1.b
Applicando la LKT, alle maglie fondamentali cosi definite (nell’ordispecificato dalla humera-
zione dei rami di coalbero che definiscono le neagliorientando le maglie secondo la corrente dei
rami di coalbero che definiscono le maglie) siemté il seguente sistema di equazioni lineari in cui
compaiono solo le tensioni di ramo:

mf 42) [v,-v,=0
LKT m: mf 54) Jvg+v,=0 (2.1ii)
mf (6432) |vg—V,~Va+Vv, =0

(una equazione per ogni maglia indipendente qumgdjenerale R- N + 1 equazioni in cui com-
paiono R tensioni di ramo; nellesempio in oggeitssiamo quindi scrivere 3 LK Tin cui com-
paiono 6 tensioni di ramo) Si noti che le (2.iiileg(2.ii) sono R equazioni in 2R incognite (temsio
di ramo e correnti di ramo): per risolvere il citoudobbiamo aggiungere ancoraeguazioni, e
precisamente i modelli dei componenti.

Le (2.iii) sono state scritte considerando i velisriferimento

associati con la convenzione da utilizzatore e |sedp come

verso di percorrenza della maglia fondamentalelojwgl ramo 1 -1 0 0 0 O

di coalbero che la definisce. La matrice dei coedfiti del si- B=lo o 0o 1 1 o
stema (2.iii) prende il nome di matrice delle magtndamenta-

li. Indicata con B, essa ha dimensioni (R N +1XR; 1 -1-101
nell’esempio in oggetto possiamo quindi scrivereséguente
matrice X6:

che ci permette di rappresentare il sistema (2élla formaB v = 0, avendo indicato conil vetto-
re colonna delle R tensioni di ramo ordinate seodadnumerazione dei raffli Nel’'esempio in
oggetto possiamo quindi scrivere

K

™ Questa costruzione delle maglie fondamentali mmbsare compli- 1
cata. In effetti, per i circuiti planari, cioé senmmi sovrapposti, la de- 2
terminazione delle maglie fondamentali € intuitivante legata al bordo
delle regioni di piano racchiuse dai rami del di@ulLa situazione & A
decisamente diversa per i circuiti non planari cauello in figura. Si
noti che il ramo 7 si sovrappone ai rami 2 e 3 ma Ima nodi in comune 3
con essi. Analogamente per il ramo 8. Il grafo pés N = 6 nodie R = >
9 rami. Le maglie fondamentali sono quindi-RN + 1 = 4. Per determi-
narle definiamo un albero, ad esempio (1,2,3,4£9)j conseguenza il
coalbero (5,6,7,8). Le maglie fondamentali, indixate aggiungendo un
ramo di coalbero alla volta all'albero, sono quindi

(5,4,1,2), (6,4,1,3), (7,9,3,1), (8,9,3,2) B

v
\,I'_____"
1
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© Sj noti che le colonne d@ corrispondenti agli indici di ramo dei rami di dioero (in questo caso 1, 5, 6) formano,
per costruzione, una matrice identita il cui defeemte (unitario) garantisce clBé a rango massimo, ovvero che le
LKT , scritte in questa forma sono indipendenti.
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Vl
V2
1—10000V vV, -V, 0
Bv:000110V3:v4+v5 =104=0
0 1 -1 -1 0 1(|* [vo-va-v,+vs| |O
V5
V6

Con le convenzioni utilizzate ed avendo scrittedeiazioni nell’ordine specificato dalla numera-
zione dei rami (1, 2, 3, 4, 5, 6,...) e dall'indiG@zone dei nodi (A, B, C, D,...) anche le LKC pos-
sono essere rappresentate tramite la matrice mieligie fondamentali cormie= B' i, dove T indica
I'operazione di trasposizione,l vettore colonna delle R correnti di ramo ordenaecondo la nu-
merazione dei rami eqd il vettore colonna delle R N +1 correnti sui rami di coalbero ordinate
corrispondentemente alle maglie fondamentali. ésrb scrittura diretta € tuttavia necessario-defi
nire i tagli fondamentali, che saranno introdoti seguito. Se si utilizzano convenzioni diverse
nella scrittura delle LK, o non si rispetta I'ordipredefinito, la matrice delle maglie fondamertali
e comungue definibile e le LKJTsono rappresentabili nella forrBav = 0. Tuttavia le LKC diven-
gonoi = Q i, doveQ & una matrice costante di dimensiomi (R — N +1) la cui relazione coB' &
comungue definibile, ma piu complicata.

Si noti infine che poich® v = 0 ev = AT g, data I'arbitrarieta delle tensioni di nodpil prodotto
BA" deve essere la matrice nulla di dimensioriNR1) x (N-1) = 3<3. Infatti:

-11 0
-11 0
1 -1 0 0 0 0 00
. 0 1 -1
BAT=[0 0 0 1 1 0 =lo 0
001
0 1 -1-10 1 00
0 0 -1
100

2. CIRCUITI PRIVI DI MEMORIA

| circuiti privi di memoria (o circuitadinamici) sono quelli in cui tutti i componentil @ércuito
sono privi di memoria ossia le loro caratteristithesione-corrente stabiliscono un legame istanta-
neo tra le due grandezze che non dipende dai \ddoeisse assunte in precedéhzi tal caso il
sistema risolvente del circuito stesso € costitdéain sistema di equazioni algebriche ed il valore
di tutte le grandezze incognite in un genericonigt@uo essere calcolato dalla conoscenza del valo-
re delle grandezze impresse del circuito in queksso istante.

2.1 ANALISI BASATE SUl NoDI

Il metodo piu semplice da applicare, per I'analisiin circuito qualunque (R = numero di rami
del circuito, N = numero di nodi del circuito), lemietodo di Tableay in cui si considerano come
incognite del sistema le R correnti di ramo, leeRsioni di ramo e le (M 1) tensioni di nodo ri-
spetto ad un nodo arbitrariamente scelto come dodéerimento. Il sistema risolvente viene quin-
di ottenuto da R equazioni LKTuna per ogni ramo), dafN1 equazioni LKG (una per ogni nodo,
tranne quello di riferimento) e da R caratterigticlei componenti.

©) Questo tipo di circuiti comprende anche i circinitregime DC, infatti induttori e condensatori scequivalenti_in
DC a cortocircuiti e circuiti aperti, rispettivamente
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Ad esempio si consideri il circuito illustrato reefigura 1, B C

di ramo, perché si suppone di considerare comunets: in

dove non sono stati indicati i versi positivi defémsioni ! \/\/\/\/ —> —¢
bl . i + R I3 la I
di riferimento associati con la regola dell'util@nre per C) E 3
tensioni e correnti di ramo. Si scelga il nodo Pneonodo R R
di riferimento e si indichino consee; ed ¢ le tensioni ] 2 4 .
dei nodi A, B e C rispetto al riferimento. Y i A i D Is
L.e eq.uazioni LKT e LP_(Cn assumono allora la forma ‘ |'>'F > X
rispettivamente delle (2.i) e (2.ii): Figura 1
Vi = €576,
V, =ez-€e,
(R =6 equazioni LKTin cui compaiono com V. —e.—e
. . . .y 3 B C .
incognite R = 6 tensioni di ramo ed-NL = 3 v —e (2.7)
tensioni di nodo) 47 "c
Vg = —€
V6 = eA
=i, =i, +ig =0
(N - 1 = 3 equazioni LKgin cui compaiono T -
; : - i+, +i;=0 (2.ii)
come incognite R = 6 correnti di ramo) s
—ig+i,—-ig=0

*)

Il sistema viene quindi chiuso dalle seguenti ¢aristichedei component?

v, =E
v, =R,i,
(R = 6 caratteristiche dei componenti in cui v, =Ri,
compaiono come incognite R = 6 tensioni di “R.i 3)
ramo ed R = 6 correnti di ramo) Ve =Raly
i =1
Vgig =0

Il sistema costituito dalle equazioni (2.i), (24i)(3), dove sono note le grandezze E,»),R, ed R, costituisce un si-
stema di 15 equazioni nelle 15 incognite del prolalehe sono rispettivamentg, @, €, Vi, Vo, Va, V4, Vs, Ve, i1, I, I3,
i4, is, ig. Il Sistema di equazioni risolvente € non lingaee la presenza del diodo che & un componenteimeare (ulti-
ma delle (3)). Il procedimento illustrato &€ complaente trasferibile su un computer e la soluzianke Goluzioni, poi-
ché in generale, essendo il sistema non lineategpistere piu di una soluzione) pud essere oamunericamente. In
questo caso la soluzione pud essere ottenuta alinla non linearita del sistema, considerandars¢gmente i due
casi possibili: diodo in conduzione & 0, s = 0) oppure diodo interdetta; & 0, % < 0).

Diodo in conduzionePonendo y= 0 nelle (2.i) ed eliminando contemporaneamenttnha equazione delle (3) che &
diventata una identita, si ottiene un sistema déddazioni lineari nelle 14 incognitg, &s, €, Vi, Vo, Va, Va4, Vs, i1, io, I3,
i4, Is, i, la cui soluzione € la seguente:

E+R,l

e :0’ e :E, e.= — 3

A B C 4R3+R4
- + +

v,=E, Vv,=E, v;&ﬂ, V4:R4E Ryl , v5:—R4E Rl , Vg=0 (4)
R,+R, R, +R, R,+R,

_ E-R,] E ._E . _E-R,J . _E+R, I == -

i,=- ——, ==, i,= , i,= ,is=1, =

R,+R, R, R, R, +R, R, +R, R, +R,

Affinché la soluzione trovata non contraddica Kgsb di diodo in conduzione deve essge 0 e quindi deve essere:
E<R,I ®)

v=0,i=0

) Come caratteristica del diodo si & indicato, genlicita di scrittura, v i = 0, invece del pil oetto { 0v<0
i=0,vs
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Diodo interdettoPonendog = 0 nelle (2.ii) ed eliminando contemporaneaméntéma equazione delle (3) che ¢ di-
ventata una identita, si ottiene un sistema diduBeioni lineari nelle 14 incognite,ess, €, Vi, Vo, Va, Va4, Vs, Vg, i1, iz
i3, Ia, i5, la cui soluzione € la seguente:

e,=—E+R,l, e=R,I, e.=R,I
v,;=E, v,=E, v;=0, v,=R,I, v.,=-R,I, v,=-E+R,I
£ E (6)

i,= , ==, =0, i,=1, i;=1, is=0

R, R,

Affinché la soluzione trovata non contraddica Itgs di diodo interdetto deve essege\ e quindi deve essere:
E=>R,I 7

Dal confronto della (5) con la (7) si vede che, uplia assegnati i valori di E, | edgRuna sola delle due soluzioni &
accettabile.

Riassumendo, per applicareniletodo di Tableauad un
circuito connesso qualunque (R = numero di ram# hu-
mero di nodi), si prende arbitrariamente un nhodoeoodo
di riferimento del circuito, si applica la LKBd ogni ramo
del circuito, si applica la LK£a tutti i nodi tranne quello di
riferimento e si chiude il sistema con le carastihe dei R equazioni caratteristichd (i, v) =0
componenti:

R equazioni LKT v=Me

N - 1 equazioni LKG Ai=0

dovev e il vettore delle tensioni di ramo (dimensione iR il vettore delle correnti di ramo (di-
mensione R)e e il vettore delle tensioni di nodo (dimensione-l), M € una matrice costantexR

(N - 1) edA e una matrice costante (N1) x R [Come si e gia visto, risulta ch € la trasposta di
A, cioé&:M =AT]. In generale la funzionepuo dipendere anche dalla variabile temporaleatfate
dipendenza, per semplicita di notazione, non éatgphente indicata. Il sistema risolvente contiene
dunque 2R + N- 1 equazioni in 2R + N 1 incognite. Nel caso particolare in cui tuttongponenti

siano lineari o generatori indipendenti il sistenslvente € lineare e la matrice dei coefficienti
prende il nome di matrice Tableau.

Quando il numero dei nodi N del circuito e piccagpossibile e conveniente utilizzarenéto-
do delle tensioni di nodoper scrivere un sistema risolvente contenenterigioni di nodo incogni-
te del circuito A tale scopo si considerino nuovamente le (2.i)i)(@ (3):

V1=€5 7€,

V,=€3~€x
(R = 6 equazioni LKTin cui compaiono com V.=e.—e
. . . .. 3 B C .
incognite R = 6 tensioni di ramo ed-NL = 3 V.o (2.0)

tensioni di nodo) 4a7rc
V=€
V=€

i, —i,+i, =0
i, +i, +i,=0 (2.ii)
—i,+i,-ig=0

(N - 1 = 3 equazioni LKEin cui compaiono
come incognite R = 6 correnti di ramo)

v,=E
V,=R,i,
(R = 6 caratteristiche dei componenti in cui V.=R.i
. . . - . 3733
compaiono come incognite R = 6 tensioni di R 3)
ramo ed R = 6 correnti di ramo) _V4' ala
i5=l
Veig=0
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Per ogni ramo & possibile sostituire le relaziéni) (nelle caratteristiche dei componenti (3). Tsbstituzione porta ad
un sistema contenente un numero di equazioni pRri+aN — 1, in altrettante variabili (tensioni di nodo erremti di
ramo). Nell’esempio in oggetto otterremo quindielguente sistema di 9 equazioni nelle incognit&s e, i1, i, I3, i4,
is, ig:

=i, =i, +ig=0

i, +i,+i;=0 (2.ii)

=i, +i,—i. =0

(N - 1 = 3 equazioni LKgin cui compaiono
come incognite R = 6 correnti di ramo)

e, —e, =E
& —€, =Ry,

(R = 6 caratteristiche dei componenti in cui e, —e. =R,

compaiono come incognite R = 6 correnti di
ramo ed N~ 1 = 3 tensioni di nodo)

(8.1)

e. =R,i,

Infine, per tutti i componenti controllati in tensie (in questo esempio i rami 2, 3, 4 e 5), & pdesesplicitare le cor-
renti e sostituire le caratteristicmelle LKC [i, = (6 — &)/Ry, iz = (& — &)/R3, iy = &/R,, i5 = 1]. Tale sostituzione
porta ad un sistema contenente un numero di equigzaoi a N- 1 + (Numero di componenti non controllati in tensi
ne), in altrettante variabili (correnti di ramo ensioni di nodo). Nell'esempio in oggetto otterrequindi (dato che il
diodo ed il generatore di tensione non sono cdatidh tensione) il seguente sistema di 5 equazietie incognite g,

eg. €C i1, if;

—|1—eB — +ig=0
2
. e,-e, e -—e y
(N - 1 = 3 equazioni LKQ) B A+ B €= (8.ii)
RZ R3
_&~€ , & -1=0
R, R,
(caratteristiche dei componenti non e —e, =E (8.iii)
controllati in tensione) €,ig =0
Riassumendo, per applicare il metodo delle tensibnbdo ad un cir- R equazioni LKT v=Me
cuito connesso (R = numero di rami, N = numeroatiiy; si prende ar- o )
bitrariamente un nodo come riferimento, si applc&KT, ad ogni ra- N — 1 equazioni LKG Ai=0
mo, si applica la LK€ a tutti i nodi tranne quello di riferimento e si o o _
chiude il sistema con le caratteristiche dei conepain R equazioni caratteristichef (i, v) =0

dovev e il vettore delle tensioni di ramo (dimensioneiR) il vettore delle correnti di ramo (dimensione &2 il vetto-
re delle tensioni di nodo (dimensione-N\L), M € una matrice costanteX)N — 1) edA é una matrice costante (N1)
x R.

Applicando ilmetodo delle tensioni di nod@ dun- N - 1 equazioni LKG Ai=0
que sempre possibile sostituire le LKT nelle caratt
ristiche ottenendo il sistema ridotto: R equazioni caratteristiche f (i, M €) =0

Il sistema risolvente contiene dunque R + il equazioni in R + N 1 incognite. Tuttavia, se tuiti
componenti sono controllati in tensione, ciod §ev) =i —g(v), & possibile sostituire le caratteri-
stiche nelle LKC, giungendo ad un sistema risoeehtN — 1 equazioni nelle N 1 incognite “ten-
sioni di nodo”.

N - 1 equazioni LKG AgMe)=0
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Il metodo delle tensioni di nodo e particolarmeuiée
guando N é piccolo e tutti i componenti sono cdfatio _
in tensione. Come esempio limite si consideri itwaito l4
illustrato nella figura, che contiene due soli ngdi- 1 = R % %

o : . o 1 R, R3
1). Tre generatori di tensione reali sono collegaparal-

lelo a un generatore di corrente. Prendendo il nddo i 4, 3 i I
come riferimento, & presente una sola tensionedi 1
= Vg, INCOgnita. + = E> Es

Ogni componente & controllato in tensione. Infadalle <>
caratteristica di ogni componente si pud dedurrmeolaerte

di ramo in funzione della tensione ai suoi terniinal A
Vea=E—Ridk = k=G (Ex—Vea), k=1,2,3 T
a¥F | 9)

La tensione di ciascun ramo puo essere espressadifferenza delle tensioni di nodo dei terminali
cui il ramo e collegato (LKJ). Il sistema risolvente si ottiene scrivendo ladKper ogni nodo del
circuito, escluso quello di riferimento, e risutfaindi costituito da (N- 1) = 1 equazioni nelle (N

1) = 1 tensioni di nodo incognite. Con riferimeatbesempio di figura risulta:

ZglG E, +1 ZglEkH
S 3 _ _|<=1kk _k=1Rk
iy +ip+ig+i, =0 = D G (E,Vga)+1=0 = v = =5 (10)
k=1
G, =

La (13), che mostra la relazione tra la tensioge le tensioni e la corrente impresse dei generatori
e le resistenze dei rami stessi; viene anche itadwa nome difeorema di Millman, e puo essere
estesa ad un numero qualsiasi di generatori reakuallelo.

Se i dati del problemasong E110V,E=105V,E=0V,R=05Q, R, =05Q,R;=5Q, | =
3 A dalla (10) si ottieneps = 103.1 V e sostituendo nelle (9H13.8 A, 4 =3.8 A, 5 =—20.6 A.

2.2 ANALISI BASATE SULLE MAGLIE

Le soluzioni (4) e (6) sono state ottenute risotleenn sistema di 14 equazioni lineari in 14 in-
cognite. Tale soluzione, anche se la matrice débrsia € sparsa, puo risultare complessa. L'ordine
del sistema risolvente puo essere ridotto osseovahd € possibile ottenere un sistema di 2R equa-
zioni indipendenti nelle sole tensioni e corremtiadno incogniterietodo fondamentalg.

Si consideri infatti la figura 2.a in cui sono iodie 3 (R- N + 1 risulta in questo caso uguale a 3) maglelfonen-
tali del circuito individuate in figura 1.b. Applado la LKT, alle maglie cosi definite si ottiene il seguenstesna di
equazioni lineari in cui compaiono solo le tensidiniamo (versi di riferimento associati):
v,-V,=0
Vg+v,=0 (2.iii)
Vg —V,~Vz+Vv, =0

(R-=N + 1 = 3 equazioni LK} in cui come
incognite compaiono R = 6 tensioni di ramo)
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Figura 2.a

Le LKT,, (2.iii), le LKC, (2.ii) e le caratteristiche (3) costituiscono ustesma di 2R equazioni, risolvendo il quale e
possibile calcolare le 2R incognite tensioni e eotirdi ramo.

. i . ] =i, —i,+ig=0
(N-1 :_3 equazioni LK@Ein cui compaiono come i, +i,+i, =0 (2.ii)
incognite R = 6 correnti di ramo) e
—ig+i,—i;=0
v, =E
v, =R,i,
(R = 6 caratteristiche dei componenti in cui com- v, =R,i,
paiono come incogrétR = 6 tensioni di ramo ed F “Ri 3)
6 correnti di ramo) Va =Raly
is=I
Vgig =0

Infine, per tutti i componenti controllati in tepsie (in questo esempio il ramo 5) o in correnteg(irsto esempio i
rami 1, 2, 3, e 4), € possibile sostituire le deratichenelle LKT,, ed LKG, Tale sostituzione porta ad un sistema
contenente un numero di equazioni pari a R + (Nondécomponenti non controllati né in tensione m&arrente), in
altrettante variabili (tensioni o correnti di ramd)ell’esempio in oggetto otterremo quindi (date ¢hdiodo € I'unico
componente presente non controllato né in tengiéna corrente) il seguente sistema di 7 equazielié incognite v,

Ve, 11, 12, 13, 14, l6:

-E+R,i, =0
(R-N + 1 = 3 equazioni LK) “Rai Ryt R, -V =0 (3.)
-R,i,-vs =0
-i, =i, +ig=0
(N - 1 = 3 equazioni LK) ip+i,+i3=0 (3.i)
—ig+i,=1=0
(caratteristiche dei componenti non controlla- Vi =0 (3.ii)

ti né in tensione né in corrente)

Riassumendo, per applicarenietodo fondamentalead R-N +1 equazioniLK}, Bv =0
un circuito connesso (R = numero di rami, N = nwneir
nodi), si applica la LK{, ad ogni maglia fondamentale del N -1 equazioni LKG Ai=0
circuito, si applica la LKg a tutti i nodi tranne uno e si
chiude il sistema con le caratteristiche dei conepain R equazioni caratteristichd (i, v) = 0

dovev e il vettore delle tensioni di ramo (dimensione iR il vettore delle correnti di ramo (di-
mensione R)B e una matrice costante (RN + 1) x R edA & una matrice costante (N1) x R. Il
sistema risolvente contiene dunque 2R equazio@Rnncognite. Tuttavia, se tutticomponenti
sono controllati in tensione o in corrente € pakskostituire le caratteristiche nelle LKT ed LKC,
giungendo ad un sistema risolvente di R equazioRi incognite.
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Una differente semplificazione del sistema risoteg(?.iii), (2.ii), (3) che prende il nome die-
todo dei tagli fondamentali (0 metodo delle correntdi maglia) si puo ottenere osservando che le
LKC permettono di esprimere la corrente in ciasamo di albero come una combinazione lineare
delle correnti sui rami di coalbero. Infatti, datbe I'albero associato al grafo e, per definizione,
privo di maglie, € sempre possibile associare aul r@gno d’albero una superficie chiusa (superficie
di taglio) che intersechi, oltre ad esso, solo rdimgoalbero. L’insieme dei rami intersecati datal
superficie chiusa prende il nome _di tagdlia rimozione del taglio separa il grafo in dug¢tcarafi
non connessi).

Se tra i rami che costituiscono il taglio & present
un solo ramo di albero, il taglio prende il nome di
taglio fondamentalerelativo a quel ramo e a
quell'albero. In figura 2.b sono illustrate le sa-
perfici che individuano i tre tagli fondamentali as
sociati ai tre rami di albero (2, 3, 4). Dai tafgln-
damentali [2, 1, 6], [3, 6], [4, 5, 6] € possihilea-
vare le (11) applicando la Legge di Kirchhoff delle
Correnti su tali superfici (LK. Figura 2.b

il =
(N - 1 = 3 equazioni LKQn cui t[2.1.6] _ "1 _ I2+16=0
compaiono come incognite R = 6 cor- LKT, tf[3,6] <iz+iz=0 (11)
renti di ramo) tf [4,5,6] —i4+i5—i6=0
(una relazione per ogni ramo di albero quindi inegale N- 1 relazioni che esprimono le N1
correnti di albero in funzione delle RN + 1 correnti sui rami di coalbero; nel’esempiaggetto
possiamo quindi scrivere 3 relazioni che esprimler® correnti di albergj iz e iy in funzione delle
3 correnti sui rami di coalberg, iis € k)
SR
(N - 1 = 3 equazioni LK@ cui ?2 _Il 's
compaiono come incognite R = 6 cor- l3=—lg (22.1)
renti di ramo) =i i
Con le convenzioni utilizzate ed avendo scritt@dgiazioni nell'ordine specificato dalla numera-
zione dei rami (1, 2, 3, 4, 5, 6,...) e le (12.i) pws0 essere rappresentate tramite la matrice delle
maglie fondamentali comie= B" i, dove T indica I'operazione di trasposizioh# vettore colonna
delle R correnti di ramo ordinate secondo la numere dei rami ed. il vettore colonna delle R
N +1 correnti sui rami di coalbero ordinate corasgentemente alle maglie fondamentali. Infatti si

hd":

©) Come si & gia osservato precedentemente le rigBé dorrispondenti agli indici di ramo dei rami di dioero (in
questo caso 1, 5, 6) formano, per costruzione metgice identita. Le corrispondenti equazioRi(iiy, is = Is, ig = ig)
sono identita (irrilevanti) se si utilizzano perclerrenti sui rami di coalbero gli stessi simbddild correnti di ramo.
In alternativa si possono utilizzare simboli diversr le cor-
renti sui rami di coalbero; ad esempio:

i1 Ja 5=jn ls=]c
Gli indici a, b, ¢ fanno riferimento alle maglienidamentali
definite dai rami di coalbero 1, 5, 6. Le varialjlij,, j. pren-
dono il nome di “correnti di maglia”. Infatti utdzando le
(12.i) si deduce che ogni corrente di maglia sceo® sui
rami che definiscono la maglia stessa.
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1 0 0 iy iy
-10 1. —iy+ig| i,
BTi=OO_1iz:_I6 _Jis|
°lo 1 -1 ic—ig i,

0 1 of% i i
0 0 1 ig iq

Dato che le (11) sono state ottenute applicandedge di Kirchhoff delle Correnti, esse risulta-
no equivalenti alle (2.ii) (infatti sostituendo(l2.i) nelle (2.ii) si ottengono tre identita 0 ¥ Ghol-
tre, per tutti i componenti sui rami di albero égibile sostituire le relazioni (12.i) nelle caeaitti-
che dei componenti. Tale sostituzione porta adisterea contenente un numero di equazioni pari a
2R - N + 1, in altrettante variabili (tensioni di raraccorrenti di coalbero).

Nell’esempio in oggetto otterremo quindi il segeesistema di 9 equazioni nelle incognitew, Vs, Va, Vs, Ve, i1, Is, Ig:

o _ _ v,-Vv,=0
_(R -N+1=3 equazmn_l LK in cui come Ve +Vv, =0 (2.ii)
incognite compaiono R = 6 tensioni di ramo)
Vg —V,—Vy+Vv, =0
v,=E
o ) N _ V2:R2(_i1+i6)

(R = 6 caratteristiche dei componenti in cui V. =-R.i
compaiono come incognite R = 6 tensioni di 3—R (_36 i ) (3.iv)
ramo ed R- N + 1 = 3 correnti di coalbero) Va=Ra\Tle *ls

ig=l

Veig=0

Infine, per tutti i componenti controllati in conte (in questo esempio i rami 1, 2, 3, e 4), eipdessostituire le carat-
teristichenelle LKT,,. Tale sostituzione porta ad un sistema contenemteumero di equazioni pari aRN + 1 +

(Numero di componenti non controllati in correnti),altrettante variabili (tensioni di ramo o cartiedi coalbero).
Nell’esempio in oggetto otterremo quindi (dato dhdiodo ed il generatore di corrente non sono glati in corrente)
il seguente sistema di 5 equazioni nelle incognites, iy, is, is:

(R- N + 1 = 3 equazioni LKJ) Vs +R,(—ig+ig)= (12.ii)
V6_R4(_i6+i5)
|

(caratteristiche dei componenti non control-
- , (22.iii)

lati in corrente) Vgig =0

Si noti che risulta conveniente, se possibile, keegi rami dell’albero escludendo quelli contetien

generatori di corrente indipendenti. In tal cadatin si ottengono direttamente delle equazioni de

tipo is = | (relazione costitutiva del generatore di cotegnche consentono di ridurre direttamente

I'ordine del sistema.

Riassumendo, per applicare il metodo dei tagli &nen- g _ + 1 equazioniLkf;, Bv=0
tali ad un circuito connesso qualunque (R = nunderami,
N = numero di nodi), si definisce un albero (edcoalbe- N - 1 equazioni LKG

r0), si applica la LKF, ad ogni maglia fondamentale, si ap- (ed R-N + 1identia) '~ Qle
plica la LKG ad ogni taglio fondamentale e si chiude il si- o o .
stema con le caratteristiche dei componenti: R equazioni caratteristichd (i, v) = 0

dovev e il vettore delle tensioni di ramo (dimensione iR il vettore delle correnti di ramo (di-
mensione R)ic € il vettore delle correnti dei rami di coalbediniensione R- N + 1),B &€ una ma-

Elettrotecnica T | Circuiti privi di memoria - 12



trice costante (R N + 1) x R detta matrice delle maglie fondamental) € una matrice costante R
x (R = N + 1) detta matrice dei tagli fondament&) & uguale 8" se si utilizzano le convenzioni
definite precedentemente ed avendo scritto le eguiazell’ordine specificato dalla numerazione
dei rami).

Applicando il metodo dei tagli fondamentali €  R-N+1 equazioni LK Bv=0
dunque sempre possibile sostituire le LKC nelle ca-
ratteristiche ottenendo il sistema ridotto: R equazioni caratteristiche  f (Q i, v) =0

Il sistema risolvente 2R N + 1 equazioni in 2R N + 1 incognite. Tuttavia, se tuitcomponenti
sono controllati in corrente, cioe &€i, v) = v —h(i), & possibile sostituire le caratteristiche nelle
LKT, giungendo ad un sistema risolvente dt Rl + 1 equazioni nelle R N + 1 incognite “correnti
dei rami di coalbero”.

R - N + 1 equazioni LK, Bh(Qig)=0

3.1 PRINCIPI DI SOVRAPPOSIZIONE E DI SOSTITUZIONE

Nel caso particolare in cui tutti i componenti sia®sistori lineari, generatori indipendenti di
tensione e di corrente oppure generatori pilotati caratteristica lineare, la rete si definiscedn
re”) e le equazioni delle caratteristiche possono esseitte nella forma

R caratteristiche lineari Hi+Kv=S

doveH e una matrice costante>XRR, K & una matrice costante>XRR edS e il vettore di dimensio-
ne R che contiene le tensioni e le correnti imgreks generatori indipenderfsui rami in cui sono
presenti e zero altrove). In tal caso il sistersalviente € lineare ed e possibile esprimere ogni va
riabile come combinazione lineare delle sole tamnisocorrenti impresse dai generatori indipenden-
ti. Infatti LKT,, LKC,, e le caratteristiche possono essere rappresentateunico sistema lineare,
come segue (dove la matrice identitx R € indicata con il simbol:

1 -M Olfv 0 \Y 0 \Y} 0
0 0 Alker={0! = Tler={0! = {et=TXO
K 0 Hli S i S [ S

La matrice dei coefficienfl (matrice Tableau) € una matrice costante (2R—+INx (2R + N- 1)
che contiene, per costruzione, tutti i parametricdenponenti presenti nel circuito, tranne le gran-
dezze impresse dai generatori indipendenti. Ovvisey@nche la matricE * & una matrice costan-
te. Ammesso ch& sia invertibilé?, tutte le variabili circuitali sono quindi combiziani lineari

© In generale, si dice circuito lineavs circuito che contiene solo componenti linegeneratori pilotati compresi) e
generatori indipendenti. Un circuito lineare quihdiun sistema risolvente costituito solo da equrdineari.

©) Come noto, condizione necessaria e sufficientel'meertibilita di una matrice & che il suo detémante sia non
nullo. Nel caso in cul non sia invertibile (det = 0) il circuito si dice hon-univocamente solubidel seguito si assu-
mera che tutti i circuiti trattati siano univocartesolubili. Questa situazione, che matematicameusata dalla non-
indipendenza delle equazioni, & solitamente illlaso di un eccesso di idealizzazione nel modedibdispositivo fisico
studiato. Ad esempio, € certamente possibile catie@n serie o in parallelo due generatori realital caso tuttavia e
essenziale considerare le resistenze interne (sp@skurate in prima approssimazione) per ottenerercuito univo-
camente solubile. Infatti se in un circuito sonegemti due generatori indipendenti di tensioneairajelo con la stessa
tensione impressa E & impossibile determinarereit circolanti su di essi (la LKT sulla maglia dssi formata porta
alla identita: 0 = E — E). Analogamente, se in imuito sono presenti due generatori indipendentiadrente in serie
con la stessaorrente impressa | € impossibile determinarefsioni su di essi (la LKC sul nodo in comune paita
identita: 0 =1 - 1).
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delle sole tensioni e correnti impresse dai gendratdipendenti. Pertanto, la corrente sul k-esimo
ramo e rappresentabile come segue:

i = D 0Bt D Omlem perognik=1, ..., R
n m

genind.tensione genind.corrente

Tale relazione € I'enunciato derincipio di Sovrapposizione degli effetti In una rete lineare
univocamente solubile corrente in un generico rameffettg € uguale alla somma algebrica del-
le correnti che vi sarebbero prodotte dai singangratori indipendenfpresenti nella rete se agis-
sero separatament&o stesso vale per le tensioni di ramo e di nodo.

Risolvere una rete lineartgilizzando il principio di sovrapposizione degffetti significa scomporre la rete originaria in
tante rete parziali quanti sono i generatori indgenti, calcolare la corrente nei rami per ognunguéste reti, e som-
mare algebricamente le correnti parziali. Si calaedl esempio la corrente i nella resistenzad®8la rete di figura (a
sinistra). Indicando con i' ed i" le correnti wieie circuiti a destra, si ha i = i' + i". La prirdda rete che si ottiene da
quella originaria, annullando la corrente impredshgeneratore indipendenti corrente, la seconda quella in cui &
annullata la tensione impressa dal generatore éndipntedi tensione. La figura illustra il concetto mosita, nel con-
tempo, in che modo si attua I'annullamento dei getoei: i generatori indipendenti a tensione impeeaulla sono e-
quivalenti a cortocircuiti (v = 0 per entrambi pbli), i generatori indipendenti a corrente impeessilla sono equiva-
lenti a circuiti aperti (i = 0 per entrambi i bipol

Ry R, | = Ry R, 0 l + Ry R, |
[ i’ i"
+ +
E [+ E ¥ | | [+ i"
Risolvendo si ha i' = E/(R+ Ry) ed i" = - RI/(R; + Ry) e quindi si ottiene: i = (E -R/(R; + R,)). Chiaramente questa

procedura di soluzione richiede la soluzione dinumero di circuiti pari al numero di generatoriipghdenti presenti
nella rete iniziale. Pertanto puo essere convemisald se tali circuiti sono piu semplici da risok della rete iniziale.
Con riferimento all’'ultimo esempio si noti infatthe R ed R non sono né in serie né in parallelo nello schienaéale;
tuttavia, nel primo circuito semplificato,RRd R sono in serie, mentre nel secondo sono in pavalkal in entrambi i
casi possono essere sostituite con un solo resistprivalente.

La maggior parte dei circuiti non-lineari che stontrano nelle applicazioni & costituita da com-
ponenti lineari e componenti non-lineari. Ovviangr@ualunque sia il metodo di soluzione adotta-
to, la difficolta nella soluzione del sistema rismite € dovuta proprio alla presenza delle caratter
stiche non-lineari (le LK sono sempre lineari).p8d semplificare la soluzione di un circuito non-
lineare, riducendo al minimo il numero di equazidal sistema risolvente, utilizzandgpiiincipio
di sostituzione (o teorema di compensazionpgr un circuito lineare o non lineare univocamente
solubile dette y ed i la tensione e la corrente effettivamente pressuitramo k-esimo, la sostitu-
zione del ramo k-esimo con un generatore indipetgddntensione a tensione impressa parika v
(oppure la sostituzione del ramo k-esimo con ureg®pre indipendente di corrente a corrente
impressa pari a non modifica il funzionamento del circuffoLa dimostrazione consiste sempli-
cemente nella verifica che la soluzione del cicuniziale soddisfa anche il circuito con il ramo
sostituito. Si noti intanto che la sostituzionaidiramo con un generatore non modifica né il nume-
ro di rami R, né il numero di nodi N (e dunque neznmil numero di maglie fondamentali R — N
+1). Pertanto, qualunque sia il metodo di soluziadettato, il numero di equazioni nel sistema ri-
solvente per il circuito iniziale e per il circuibmn il ramo sostituito € lo stesso. Per fissaidde si
consideri il metodo di Tableau e si indichino canapice le variabili (con gli stessi versi) nel-cir
cuito ottenuto sostituendo il ramo k-esimo sodtitwion un generatore indipendente di tensione a

®0ovviamente il principio di sostituzione si pud #ee, potendosi quindi sostituire anche due o pii.ra
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tensione impressa pari @ \Chiaramente le LK, dipendendo solo dalla top@opgioé da rami e
nodi, sono le stesse nei due casi. Anche le castitthe su tutti i rami tranne il k-esimo sono le
stesse, mentre la caratteristica del k-esimo raper élefinizione ¥ = vk. E quindi immediato veri-

ficare chev' =v, € = g edi' =i, soddisfa tutte le equazione e quindi & la sohezidel sistem’.
Circuito con il ramo k-esimo sostituito con
Circuito iniziale un generatore indipendente di tensione
a tensione impressa parija v
v=ATe R equazioni LKT v=AT¢
Ai=0 N - 1 equazioni LKG Ai'=0
foi,v)=0(h=1, .. k-1, k +1, ..., R)

fu(i,v) =0 (h =1, ..., R) Requazioni caratteristiche
ViK' = Vi

Utilizzare il principio di sostituzione €& particolaente conveniente nel caso in cui il circuito
contenga pochi elementi non-lineari. Infatti, leol@ostituzione con generatori indipendenti permet-
te di risolvere separatamente la parte lineareidalito; I'analisi viene quindi completata inseden
tale soluzione parziale nelle caratteristiche dengonenti non-lineari e risolvendole. Ovviamente e
possibile utilizzare il principio di sostituzionempsostituire anche componenti lineari se, per-qual
che motivo, si ritiene utile.

Si consideri ad esempio il circuito mostrato irufig, in cui si vuole determinare la potenza erodatayeneratore di
tensione. Dato che N = 4 nodi, R = 6 rami (ed R-N+3 maglie fondamentali) e sapendo quanti bipmlioscontrollati
e possibile calcolare immediatamente quante véirigol equazioni) conterra il sistema risolvente pgnuno dei meto-
di studiati. In particolare (per le variabili) skhl5 per Tableau (R = 6 tensioni di ramo, R =®edi di ramo, N-1 =3
tensioni di nodo), 7 per il metodo fondamentale=(B tensioni o correnti di ramo, 1 bipolo non cofiato), 4 per il
metodo delle correnti di maglia (R—-N+1 = 3 corraditmaglia, 1 bipolo non controllato in corrente) @er il metodo
delle tensioni di nodo (N-1 = 3 tensioni di noddyioli non controllati in tensione). Come semprehearamente con-
veniente adottare per la soluzione o il metodotagii fondamentali o il metodo delle tensioni dideo Si noti anche
che scegliendo opportunamente le variabili (oférimento) le equazioni possono ridursi ulteriorteerDato che la
presenza del generatore pilotato aumenta il numlieeguazioni presenti nel sistema risolvente putvenire, anche se
il componente € lineare, utilizzare il principio sbstituzione: nel circuito assegnato si sostiauisgeneratore pilotato
con un generatore indipendente di corrente (il nealtella corrente impressa si suppone quindi ngbare al valore
della corrente effettivamente presente sul ramojcHe non si conosce tale valore & necessario leireda corrente
impressa imponendo che la corrente sul ramo sodaisaratteristica del generatore pilotato.

[
A

\ =05

# Nel caso in cui si sostituisca il ramo k-esimo congeneratore indipendente di corrente a corrempedissa pari a,i
la procedura € la stessa, tranne che la caraittard#| k-esimo ramo € per definiziopeH iy.
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E possibile quindi procedere a risolvere il ciroyirivo di generatore pilotato e, una volta ottarlatsoluzione, im-
porre che la condizione di vincolo sia soddisfdttaquesto caso particolare, essendo il circuiteopdi generatori pilo-
tati, diventa possibile utilizzare il principio govrapposizione degli effetti. Con la notazione trada nella figura si ha:
=i+

Nel primo circuito il resistore da 2Q si trova in parallelo al resistore da‘b A

(sono collegati agli stessi nodi): la resistenzaiveente & 20x5/(20+5) = @.

Analogamente per la coppia di resistori da&(B8 6Q: la resistenza equivalente & |
30x6/(30+6) = 5Q. Il circuito equivalente che si ottiene & rappreat® a lato. 40

Dalle caratteristiche dei due resistori si ottermygnindi le tensioni: 3¢ = 51 ed 5Q
Vca = 41. Tornando allo schema precedente le corsentiesistori da & e 20Q
sono quindi, con i versi associatgclb = 51/6 ed ¥A/20 = 41/20 = 1/5. Quindi,
applicando la LKC al nodo C' si ottiene: i' = 5H/6/5 = 0.634 I.

Nel secondo circuito la coppia di resistori da(B@ 6 ¢ in serie (stessa corren-
te) e analogamente per la coppia di resistori d&205Q. Sostituendo le resi- C 45V |+
stenze equivalenti da 3B e 25Q si ottiene il circuito equivalente rappresentato a 1.25A CD
lato. Entrambe le resistenze sono soggette alkidie® impressa dal generatore 250

indipendente. Pertanto, con i versi associatipkeenti sono date da 45/36 = 1.25 " 4
A ed 45/25 = 1.8 A. Applicando la LKC al nodo Daddtiene quindi: i" = 1.25 36Q
+1.8=3.05A. 18A D

Risulta quindi: i =i'+i"=0.634 | + 3.05

—P-

Utilizzando ora la condizione di vincolo, si otteen= 0.634 (0.5 i) + 3.05, la cui soluzione & dd#ai = 4.47 A, (e
quindi | = 2.23 A). La potenza erogata dal genegaindipendente & quindipe) = 45i = 201 W. Si noti che con questa
procedura di soluzione le vere difficolta risultapgsere contenute nella condizione di vincolo.fletté se, in questo
stesso circuito, si considera un generatore pdotan-lineare con caratteristica | = f(i), nullart@ia nella procedura
vista sopra se non I'equazione finale, ovvero k@iheinazione della soluzione dell’equazione i =3@.§(i)+ 3.05.

4.1 TEOREMI DI THEVENIN E DI NORTON

La nozione di equivalenza tra componenti e utikiazspesso per semplificare la soluzione dei
circuiti. Nel caso migliore I'utilizzo ripetuto delequivalenze porta ad un circuito elementare eche
immediatamente solubile. Ovviamente, se si € isgat alla soluzione del circuito iniziale, & ne-
cessario ricostruire “allindietro” ogni sostiturie effettuata; puo capitare anche che sia presente
una sottorete (ovvero una parte del circuito) dinman interessa determinare il funzionamento det-
tagliato. Questa procedura e semplice da utilizeamee limitata dalla disponibilita di equivalenze
note. Infatti, le equivalenze introdotte finorar{see parallelo di resistori, stella-triangolo dsisto-
ri, i due schemi possibili per i generatori reldiriduzione da secondario a primario del trasferma
tore, ...) non esauriscono certamente tutti i passibili e quindi rimane il problema di determmar
un circuito equivalente di una data sottorete lieéavvero un componente, ai cui terminali € colle-
gata la restante parte del circuito). Nel casoffgiquente la sottorete € un bipolo e in questo saso
possono utilizzare i teoremi di Thevenin e Nort@n geterminare il circuito equivalente. | teoremi
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sono due in quanto e necessario distinguere i ibgooitrollati in corrente da quelli controllati in
tension&.

Teorema di Thevenin
Ipotesi. Sono dati due bipoli, L ed N collegati come ilhasd nella figura 3. Il bipolo L € una rete
lineare e controllato in corrente, mentre il bipblguo essere qualsiasi, anche non lineare.

Tesi.Limitatamente alla corrente i ed alla tensioag &lla porta, il circuito che si ottiene sostituen-
do il bipolo L (quello lineare) con un generatoidahsione ed un bipolo L' collegati in serie, € e-
quivalente in ogni istante al circuito originalé.bipolo L' si ottiene dal bipolo L annullando le
grandezze impresse dei generatori indipenddintensione e di corrente eventualmente presenti (
generatori indipendenti di tensione vengono qusuitituiti con dei corto-circuiti ed i generatori
indipendenti di corrente vengono sostituiti con @ssuiti aperti). La tensione impressadel gene-
ratore di tensione di Thevenin e pari al valordadtdnsione g alla porta del bipolo L quando la
corrente i e nulla (si noti che il verso positivideg € arbitrario: una volta scelto il verso positiilo,
valore di i € pari alla tensioneay se il terminale positivo € A, € pari invece &xg se il terminale
positivo & B).

i 4

Eo
O+
N

Z
<
W ) —>o
[
0
Z
<
W —>¢ >

Figura 3 Teorema di Thevenin

Dimostrazione: poiché il bipolo L & controllatodorrente (data la corrente & possibile determinare
la tensione ai terminali), e possibile, ai fini aalcolo della tensione v, sostituire al bipolo N u
generatore di corrente indipendente la cui correnfgessa i coincide con la corrente assorbita dal
bipolo L.

A

O 4

Z
<
W ) ——> >
I_
I
<
—

B

Dato che il bipolo L €& lineare, e possibile appicd principio di sovrapposizione degli effettn |
particolare, consideriamo due circuiti: nel prinmz@iamo i generatori indipendenti in L (e indiche-
remo tale bipolo con L', nel secondo azzeriamoeitegatore indipendente di corrente (come gia
visto, i generatori indipendenti di tensione nutao equivalenti a cortocircuiti, i generatori ndi
pendenti di corrente nulla sono equivalenti a cireyperti.).

©) verificare se un bipolo lineare & controllato émsione o in corrente richiede la determinazioriia deia caratteristi-
ca. Dato che questa &, per definizione, alla balla dimostrazione dell'equivalenza, cioé I'oggedts teoremi di The-
venin e Norton, si procede solitamente ipotizzacide il bipolo sia controllato in corrente e quiagiplicando il teore-
ma di Thevenin. Se i parametri del circuito equéwéd non esistono (sono infiniti) l'ipotesi risuktasere falsa e quindi
si passa al teorema di Norton. Si noti che unadiik ipotesi &€ sempre corretta, se il bipolo&alia. Infatti la caratte-
ristica € in generale hi + k v ='s, con h e k montemporaneamente nulli (altrimenti il circuitonn® univocamente
solubile: la matrice Tableau contiene una rigaedi @ quindi non & invertibile)
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L | — | vi| | L
Si ha: =i+ , dove i ed i" sono le cartenelle due sottoreti
e V=V +Vv" , dove v' ed v" sono le tensioglie due sottoreti
E evidente tuttavia che i' = i e che i" = 0. In@ltapplicando la LKT alle due sottoreti otteniasio
ricordi che per ipotesi L e controllato in corrénte
v =V (i) = Vi (i) v' =V (i") = VL (0)

dove V- () ed \{ () rappresentano le caratteristiche dei bipo#d.1, rispettivamente. Infine, defi-
nendo i = V| (0) = Vag|L a vuotoSi Ottiene:

v=Vy (i) + B
che é proprio la caratteristica del bipolo equintdemostrato in figura 3. Il teorema di Thevenin,
come enunciato, e valido in regime qualsiasi. Irtigaare, in regime stazionario (corrente conti-
nua) si ha che “Un circuito lineare L con due terafii controllato in corrente € equivalente a un
generatore di tensione reale (bipolo di Theveronnfto da un generatore indipendente di tensione
Eo in serie con un resistore,Rn cui | € la tensione a vuoto ai terminali g&la resistenza vista ai
terminali quando i generatori indipendenti sononsipelnfatti, poiché il bipolo L e lineare e con-
trollato in corrente, la sua relazione costituivasprimibile per ipotesi coma \(i) = Re i. Questo &
sufficiente a definire univocamente il valore di Risulta infatti:

Re = Vi (i) /i = (Vag /1) Generatori Indipendentii L Spenti

Si puo applicare il teorema di Thevenin alla D'
soluzione del circuito di figura 1 considerando —— D' ___
come bipolo N il diodo e quindi come bipolo L N
I'insieme di tutti gli altri componenti del circait
(vedi figura 4.a). Il bipolo L' & quello indicato ——o A A
nella figura 4.b, mentre il valore della tensione

E, viene calcolato risolvendo il circuito riportato
nella figura 4.¢". < (D )

Sostituendo al bipolo L il suo equivalente di D' I 's D'
Thevenin si ottiene un circuito costituito da ung —— Cq >—o——
sola maglia, la cui soluzione permette di deter A R, la D
minare tensione e corrente sul diodg €iw). — R
Tutte le altre variabili circuitali devono essere| L % 3 R .
determinate dall'analisi gel circuito iniziale in B — M2M A ls
cui tuttavia § ora € nota. E quindi possibile sosti- A in Al
tuire al diodo un generatore indipendente di E
corrente (definire la corrente sul ramo significa +N '3
definire la caratteristica del componente sul -/
ramo stesso). Figura 4.a

© Per comodita di notazione si utilizzano (tipicate@mper le variabili circuitali gli stessi simbajia definiti. Ovvia-
mente le correnti in figura 4.c (bipolo L a vuot@nno valori diversi da quelle in figura 1 (bipdl@ollegato al diodo).
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DI

—e
L' =
—e
AI
L' = L| Generatori Indipenden8penti
Figura 4.b
—<—<D——_<— «— Figura 4.c
I Is La soluzione del circuito di figura € imuhiata notand
' che il ramo 3 costituisce un taglio fondamentakstda-
C J A A D to is = 0, e dunque si ha che
i | i4 = i5 =1
I3 R4 4 D + ed
% Rs Eo i =—i1 =E/R,
Ro A 0 _ Infine la valutazione di Esi ottiene applicatio la LKT
B +—>—A"\\\—¢—>—0 alla sequenza ABCDA:
2 A 0=-Ri;+Rsis+Ryis+ K
.
> ovvero B=E-R4l
-/
Infine il valore della corrente; viene ottenuto risolvendo il circuittlustrato nell: B
figura 5, ottenuto sostituendo il bipolo L condloscircuito equivalente di Thevenin.

Si ritrova quindi che sono possibili due casi: diadterdetto oppure diodo Re
conduzione. Se il diodo € interdetto allora la ente § € nulla e la tensioneyy, che +
essendo nulla la tensione sulla resistenzé&c&trente nulla) coincide conE, deve Eo
essere minore od uguale a zero, da cui si rieaeara la relazione (7). Se il diod e A’
in conduzione allora la correntgd pari a Ey/R. e deve risultare maggiore od ugua- -—
le a zero, da cui si ricava ancora la (5). Figura 5
SeE=24V,I=4A R=2Q,R;=12Q,R,=8Q, risulta=-8Ved vy=0, ij=- E-R,| =04A
il diodo e in conduzione. Quindi dalla soluziond diecuito di figura 5 e Rs+R,
dalle leggi di Kirchhoff per il circuito di figura si ottiene: i,=1-ig=36A, v,=R,i, =288V
E da notare che la soluzione del circuito di fighiia cui sono presenti solo 1s =1 =4A, Vg =-v, =-288V

componenti privi di memoria, si ottiene mediant&az®ni algebriche (in i, =-i;, =-04A, v, =R,i,=-48V

ogni istante), a partire dai valori che in quetige hanno le eccitazionidel |, —g-24y i =y./R. =12A

sistema (cioe le grandezze impresse dei genemtiipiendenti). 2 E R
v,=E=24V, i, =ig-i,=-116A

Teorema di Norton

Ipotesi. Sono dati due bipoli, L ed N collegati come ithaso nella figura 6. Il bipolo L € una rete
lineare e controllato in tensione, mentre il bipNl@uo essere qualsiasi, anche non lineare.

Tesi.Limitatamente alla corrente i ed alla tensiopg alla porta, il circuito che si ottiene sostituen-
do il bipolo L (quello lineare) con un generatoredrrente ed un bipolo L' collegati in paralleéo,
equivalente in ogni istante al circuito originalkebipolo L' si ottiene dal bipolo L annullando le
grandezze impresse dei generatori indipendd#irtiensione e di corrente eventualmente presenti (
bipolo L' & lo stesso che interviene nel teoremahgivenin). La corrente impressalel generatore
di corrente di Norton & pari al valore della coteeinalla porta del bipolo L quando la tensiong &
nulla (E' da notare che il verso positivo délarbitrario: una volta scelto il verso positivoalore
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di I, é pari alla corrente i se la freccia punta vetderminale dove la corrente i esce da L, é pari
invece a-i se la freccia punta verso il terminale dove la@ate i entra in L)

»
»

‘A | - AA
i i
N v L N v f L
C
B

B

Figura 6 Teorema di Norton

Dimostrazione: poiché il bipolo L e controllatotensione (data la tensione € possibile determinare
la corrente assorbita), € possibile, ai fini détal® della corrente i, sostituire al bipolo N uang-
ratore di tensione indipendente la cui tensione@sga v(t) coincide con la tensione ai termindli de
bipolo L.

»
»

N ivI L V&)iv

g
wn—>n>
Iy

Dato che il bipolo L €& lineare, e possibile appicd principio di sovrapposizione degli effettn |
particolare, consideriamo due circuiti: nel prinmz@iamo i generatori indipendenti in L (e indiche-
remo tale bipolo con L', nel secondo azzeriamceieagatore indipendente di tensione (come gia
visto, i generatori indipendenti di tensione nutao equivalenti a cortocircuiti, i generatori indi
pendenti di corrente nulla sono equivalenti a cireyperti.).

A 4

/aA\

)T =

wu—>1>
r-
<:

o e——>
—

Si ha:
i=i"+1i" dovei edi"sono le correnti netlee sottoreti:
v=V'+V" dove V' ed v" sono le tensioni nellee sottoreti:

E evidente tuttavia che v' = v e che v" = 0. Iglapplicando la LKC alle due sottoreti otteniamo
(si ricordi che per ipotesi L € controllato in tere):

"=l (V') =l (V)
i" =1, (v") = I (0)

dove |- () ed |- () rappresentano le caratteristiche dei bipokd.'L, rispettivamente. Infine, defi-
nendo ¢ = I. (O) = i|Lin cortocircuitoS1 Ottiene:
=10 (V) + L

che e proprio la caratteristica del bipolo equintdemostrato in figura 6. Il teorema di Norton, co-
me enunciato, € valido in regime qualsiasi. Inipaldre, in regime stazionario (corrente continua)
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si ha che “Un circuito lineare L con due termir@ntrollato in tensione e equivalente a un bipolo
(bipolo di Norton) formato da un generatore indigemte di corrente. in parallelo con un resistore
Re, in cui k € la corrente di cortocircuito tra i terminali e &Rla resistenza vista ai terminali quando
i generatori indipendenti sono spenti”. Infattijgqhe il bipolo L € lineare e controllato in tensgn
la sua relazione costitutiva e esprimibile peré@sotome |} (v) = v/R.. Questo € sufficiente a defi-
nire univocamente il valore dicRRisulta infatti:

Re = V/I: (V) = (Vag /i) generatori Indipendendi L Spenti

Si noti che tale espressione coincide con quellata nel teorema di Thevenin. Infatti, applicando
il teorema di Norton al bipolo di Thevenin in registazionario si ottiene I'equivalenza mostrata in
figura, valida se.l= By / R, ovvero se k= Re I..

E, R _CD"_
——Mv—e < — e
S+ seesolose , Re B
A B = —M\—
le = Eo/Re
Si puo applicare il teorema di Norton alla , D'
soluzione del circuito di figura 1 considerandg — D
come bipolo N il diodo ideale e quindi come| N _ .
bipolo L linsieme di tutti gli altri componenti le
del circuito (vedi figura 7.a). Il bipolo L' & quel L . A A
lo indicato nella figura 7.b, mentre il valore
della corrente | viene calcolata risolvendo il < (l) <
circuito riportato nella figura 7.c. I is
Sostituendo al bipolo L il suo equivalente di D' C D'
Norton si ottiene un circuito semplice, la cui J‘i VVV Vi4| D
soluzione permette di determinare tensione - 3 Ry
corrente sul diodo {ie ). Tutte le altre varia- L - % R
bili circuitali devono essere determinate R> A s
dall’analisi del circuito iniziale in cui tuttavias L B +—>— "\ \—¢—>—0
ora & nota. E quindi possibile sostituire al diodo A’ 12 A’
un generatore indipendente di tensione (definire +/E\ i1
la tensione sul ramo significa definire la caratte- o
ristica del componente sul ramo stesso). Figura 7.a
D' D'
— C =W ——
_ R4 D
L o Rs <
R> A
- . B {— VWA
A A

L' = L| generatori Indipenden8penti
Figura 7.b
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) (l) ) «— Figura 7.c
i La soluzione del circuito di figura € immediataarado che:

! s is = |
1 5 —
C Jﬁ/\/\/\’—> D =1+l
v i4 D i3=lc
° R i, =E/R,
%Rg, lc v ip=—1.- E/R,
R, La valutazione di si ottiene applicando la LKT alla sequenza
A .
B +—>— AN ABCDA:
i2 A 0=_R2i2+R3i3+R4i4
E i 0=—E+Rlc+Ry(I+1)
N
/ owvero L= (E- Ry I)/(Rs + R)
Infine il valore della correntg viene ottenuto risolvent D le
il circuito illustrato nella figura 8, ottenuto sigendo i
bipolo L con il suo circuito equivalente di Norton. R.
i A'
Figura 8

Si ritrova quindi che sono possibili due casi: digdterdetto oppure diodo in conduzione. Se il diédnterdetto allora
la corrented € nulla e la tensioneyy, che coincide con la tensione sulla resistenzeciBeé con-R. I, deve essere
minore od uguale a zero, da cui si ricava ancoral&ione (7). Se il diodo € in conduzione alleraorrented € pari a

- | e deve risultare maggiore od uguale a zero, daicigava ancora la (5).

5. CIRCUITI NON CONNESSI

Tutti i circuiti visti sinora godono della laroprieta di connessionesecondo la quale tutto il cir-
cuito é connesso elettricamente, e quindi per ogppia di nodi del circuito € possibile trovare un
percorso che li connetta seguendo i rami del gr@tmsideriamo ora il caso in cui il circuito da
studiare sia costituito da due o piu sottoreti connesse. Si consideri ad esempio il circuitoglii
ra 9.a. Sostituendo al trasformatore ideale il umito equivalente si ottiene la rete di figurd.9
La rete non e connessa, infatti n@mpossibile per ogni nodo del circuito trovarepamcorso che,
seguendo i rami del grafo, connetta tale nodo dbrd riferimento. Analogamente, non € possibile
definire un albero per l'intero circuito. | metadii Tableau, delle tensioni di nodo e delle correnti
coalbero non sono quindi direttamente applicaBitissiamo pero applicare il metodo fondamentale
(in cui le variabili sono le tensioni e le correditramo) ad ogni sottorete.

Ad esempio, per il circuito di figura 9.b, la sotte a primario (P) ha;R 2 rami e N = 2 nodi, e la sottorete a se-
condario (S)haR=2e N=2.

K:l. i :§
X = ()

Figura 9.a Figura 9.b

Le LKT,, le LKC, e le caratteristiche della sottorete P costituiscon sistema di 2 Requazioni in cui compaiono le 2
(Ry + Ry) tensioni e le correnti di ramo di tutta la rete:

(Ry— N; + 1 =1 equazioni LKF, per la sottorete P) vy +v; =0 (13.0)
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(N; - 1 = 1 equazioni LKgper la sottorete P) i,—iy=0 (13.ii)

v, =Kv,

(Ry = 2 caratteristiche dei componenti della sottoRdte .
V3 =—Ey Ry,

(13.iii)

Le LKT,, le LKC, e le caratteristiche della sottorete S costituiscon sistema di 2 Rquazioni in cui compaiono le 2
(Ry + Ry) tensioni e le correnti di ramo di tutta la rete:

(R — Np + 1 =1 equazioni LK}, per la sottorete S) v,-v, =0 (14.1)
(N, — 1 = 1 equazioni LKEper la sottorete S) i,+i,=0 (14.ii)
i, =—Ki,

(R; = 2 caratteristiche dei componenti della sottoSjte : (24.iii)
v,=Ri,+E
Pertanto, le (13), (14), costituiscono un sistema (R, + R,) equazioni in cui compaiono le 2 (R R,) tensioni e le
correnti di ramo di tutta la rete. Analogamentengugi circuiti connessi, le LK{, le LKC, (applicate ad ogni sottorete)
e le caratteristiche costituiscono un sistema diegRazioni, risolvendo il quale & possibile calomlee 2R incognite

tensioni e correnti di ram®.La soluzione del sistema (13-14) & la seguente:
_ E,—-KE _ :KKREO+ROE -k E,-KE

- y i _KRE,+RE
tP R, +KPR v R, +K?R 2 R, +K?R

R, +K°R

V, =V,

Seidatisono =100V, E=12V, K=10, = 0.5Q, R =0.1Q, si ottienej=-1.905 A, } = 19.05 A, { = - 1.905
A i,=—19.05A,y=100.9V,y=10.09 V,¥=-100.9 V, y=10.09 V.

Modificando la topologia del circuito risulta ingdtpossibile applicare anche gli altri metodi ai
circuiti non connessi. A tale scopo, si considegrafo di figura 10.a: in assenza di informazisui
componenti presenti sui rami potremmo definire diggimenti (piu in generale, uno per ogni sotto-
rete connessa). La difficolta in tal caso e doalt@tto che, mentre per il primo riferimento (R§f
possiamo annullare la tensione del nodo corrispaedeer il secondo riferimento (Ref 2) la ten-
sione del nodo corrispondente e incognita (rispaitjorimo riferimento). Dal grafo di figura 10.a e
inoltre chiaro che non c’é scambio di correntddrdue sottoreti. Consideriamo ora il grafo di figu
ra 10.b, in cui si € inserito il ramo 5 tra i nalliriferimento delle due sottoreti (e dunque sene
lasciato uno solo per tutta la rete). Il ramo 5netaglio fondamentale e dunque= 0 (e non c’e
scambio di corrente tra le due sottoreti).

» [
» »

3 3

2v 4 1 M 2v
5

Ref1 Refz >

Figura 10.a Figura 10.b

Il componente piu opportuno da inserire sul ranttip@nde anche dalle informazioni disponibili:
se si conosce (ed é un dato aggiuntivo) la tensi@edue riferimenti (Rer1 — Eret?), € possibile
inserire un generatore di tensione indipendenteécim figura 11.a). In caso contrario la tensione
tra i riferimenti & incognita e possiamo inserireaortocircuito come in figura 11.b (equivalente a
supporre ke, = 0) con l'avvertenza che la differenza tra tensidi nodi appartenenti a due reti
diverse non ha logicamente senso. In entrambiiiitagcuito € connesso € possiamo utilizzare
ogni metodo gia visto per la sua soluzione.

© sj noti che & fondamentale applicare le Leggi fithkhoff ad ogni sottorete separatamente. In casirario, con
riferimento alla figura 19.b, detti R = 4 i ramildércuito e N = 4 i nodi, si scriverebbe sbagliarRi- N + 1 = 1 equa-
zioni LKT, ed N—- 1 = 3 equazioni LK Come si vede dalle (13) e (14) si sono applitatece 2 LKT, e 2 LKG,.
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Figura 11.a Figura 11.b

Con riferimento al circuito di figura 11.b, con RB=ami ed N = 4 nodi, si ha:
Metodo dei tagli fondamentali(R — N + 1 + (Numero di componenti non controllati oriente) = 4 equazioni)

(R- N+ 1 =2 equazioni LK) [albero = 1, 5, 2] -E,+Ryi; +v, =0, -E+Ri,+v,=0 (15.))
(caratteristiche dei componenti non controllattamrente) v, =Kv,, i,=-Ki, (15.ii)
Metodo delle tensioni di nodaN - 1 + (Numero di componenti non controllati in tems) = 6 equazioni)

Eo-€y e —E . _e-E

(N - 1 = 3 equazioni LK) [ep = 0] R 1=0, = +i, =0, R —-i,—-i;=0 (16.i)
0
(caratteristiche dei componenti non controllatignsione) e, =Keg, i,=-Ki,, €.=0 (16.ii)
La soluzione del sistema (16) € la seguente:
__E,-KE :KKREO+ROE -k E,-KE _KRE,+R.E 20 e =0
1 2 A 2 2 2 B 2 57 (ol
R, +K°R R, +K°R R, +K°R R, +K°R

6. CIRCUITI CONTENENTI A.O.

| circuiti illustrati in questo paragrafo contengoAmplificatori Operazionali che, per ipotesi, si
suppone funzionino nella regione lineare. Pertamigultati ottenuti sono validi solo se la tenson
d’'uscita \ degli A.O. soddisfa la seguente disuguaglianasalidita:

— Esat < Vo < Esat

per ogni istante. Se tale disuguaglianza risultagdata, sarebbe necessario applicare il modello d
A.O. in saturazione (positiva o negativa).

Si consideri ad esempio il circuito in figura 12.a,

in cui si intende calcolare la potenza dissipata su
resistore R Sia D il riferimento. In figura 12.b é D_1
stato sostituito il circuito equivalente dellA.O. =
nella regione lineare. Si considerino versi di-rife
rimento associati con la scelta dell'utilizzatore
per tensioni e correnti di ramo. Il circuito € ¢ost p
tuito da R = 7 rami e da N = 4 nodi. Uno dei pos- —L-
sibili alberi e illustrato in figura 12.c (rami 8,e -
7). | rami tratteggiati sono quelli di coalbero-(ra
mil, 2,4 eb).

Figura 12.a.
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Figura 12.b. Figura 12.c.
Tutti i metodi illustrati precedentemente sono galmeente applicabili.

Analisi di Tableau (sistema di 2R + N- 1 = 17 equazioni)

Vi =€,
V, =6
V3 =€y~ €
(R =7 equazioni LKTin cui compaiono come _incognite R = 7 tensioniaano v,=e, (17.0)
ed N- 1 = 3 tensioni di nodo)

V5 - eC
Ve =€
V; =€~ €,
i,+i,—i,=0

(N - 1 = 3 equazioni LKEin cui compaiono come incognite R = 7 correntiaino) i,—i,~i,=0  (17.ii)
i;—ig—ig=0

v, =-E + Rlil
v,=-E,+Rj,

V; =R,
(R =7 caratteristiche dei componenti in cui coropaicome incognite V3 - R3i3 (17.ii
R = 7 tensioni di ramo ed R = 7 correnti di ramo) A '
V5 = R5|5
Vg =Av,
i, =
RE, _ RJE
+ +
La soluzione del sistema (17) consente di detemmiigai, - 1R, i Ry ;1 Ry
5 [l S S
A R,+R,

Se i dati del problema sono A =*l&,=15V,E=11V,5=105V,R=50Q, R, =0.5Q, Rs=5Q, Ry=1Q, R;
=20Q si ottiene 4 = 0.32999 A e quindig= Rs i2=2.1779 W. E possibile verificare che la disudiaaga v = Rs is
=6.5998 V < E, e pertanto I'A.O. funziona effettivamente nellgiome lineare, come ipotizzato.

Metodo fondamentale(R + (Numero di componenti non controllati né indi®ne né in corrente) = 8 equazioni)
-E, +R,i; +R;i;+v, =0
—-E, +R,i,*+ Vv, +R;i;+Vv,=0

(R=N + 1 = 4 equazioni LKJ) “Ri, +V, + Ry V=0 (18.1)
-Rgi+vs=0
i,—i,=0
(N - 1 = 3 equazioni LK) i,—i,=0 (18.ii)
i;—is—i5=0
caateratene de comporents on sl asin
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Metodo dei tagli fondamentali(R — N + 1 + (Numero di componenti non controllati oriente) = 6 equazioni)
“E +Ryi, + Rs(i1+i2 _i4)+V6 =0
“E, +Ryitv, + Rs(i1+i2 _i4)+ Ve=0

R-N + 1 = 4 equazioni LK i
( q R _R4i4+V7+R3(i1+i2_i4)+V6:O (19.)
-R.i;+vs,=0
(caratteristiche dei componenti non controllati i,—i,=0 (19.ii)
in corrente) Ve =Av, ’
Metodo delle tensioni di nodaN - 1 + (Numero di componenti non controllati in tems#) = 4 equazioni)
El_eA _ €y 7€ _
Rl R3
(N - 1 = 3 equazioni LK) E.m& & (20.i)
R, R,
& e _& i -
R3 R5
(caratteristiche dei componenti non controllati e, = A(eB _eA) (20.ii)

in tensione)

In questo caso, non essengdra le incognite del sistema, & necessario s@iseparatamente la relazione che la lega
alle tensioni di nodosi= /Rs.

Teorema di Thevenin.Si puo applicare il teorema di Thevenin alla sauogi del circuito di figura 12.b considerando
come bipolo N il resistored® quindi come bipolo L I'insieme di tutti gli aldomponenti del circuito (vedi figura 13).
Il bipolo L' & quello indicato nella figura 14, ntemil valore della tensioneyiziene calcolato risolvendo il circuito
riportato nella figura 15. Infine il valore dellarcente § viene ottenuto risolvendo il circuito illustratella figura 16,
ottenuto sostituendo il bipolo L con il suo circugquivalente di Thevenin.

c c

— o D'

Elettrotecnica T | Circuiti privi di memoria - 26



C D i3 R3 '
— L RZ Q| P
- - N is
8 o . et v
0 < .
- o ¢ |
1 — R i 5
D — D 4 14 D¢ D —
L'= |—| Generatori Indipenden8penti — = - D

Figura 14

La soluzione del circuito di figura 14, finalizzaa#la determinazione della caratteristica tensiooeente del bipolo
D'C' (cioe della tensioneyy in funzione della corrente)isi puo effettuare con uno qualsiasi dei metodcpdentemen-
te illustrati. Ad esempio, utilizzando il metodolldeensioni di nodo si ottiene il seguente sistatn® — 1 + (Numero
di componenti non controllati in tensione) = 4 exjori. Supponendo notg, ié possibile calcolareyges, e ed &, che
risultano pariag=0, ¢ =0, & = 0 ed § = —is. Pertanto yc = - e = 0 ed il circuito equivalente del bipolo L' € un

cortocircuito (la resistenza equivalente del bipblguindi nulla).

€ _&\"& =0

I:zl R3
_ . —6 6 =0 .
(N -1 = 3 equazioni LKQ) o 5 (21.1)
R, R,

€ —€ . .
A€ —j,—is=0

(caratteristichelei componenti non controlli _ ,
. ) e. =Ale; -e
in tensione) c=Ales—e) (21.ii)

Figura 15

La soluzione del circuito di figura 15, finalizzata determinazione della tensiongtia i terminali D' e C' si puo effet-
tuare con uno qualsiasi dei metodi precedenteniudtrati. Ad esempio, utilizzando il metodo deadli Fondamentali
si ottiene il seguente sistema di-R + 1 + (Numero di componenti non controllati mriente) = 6 equazioni.

_E1+R1i1+R3(i1+i2 _i4)+V6 =0
—E, + Ryt v, +R3(i1+i2 _i4)+V6:O

-N+1= ioni .
(R-=N + 1 =4 equazioni LKJ) —R4i4+v7+R3(il+i2—i4)+v6:O (22.0)
—-Ey+Vve=0
(caratteristiche dei componenti non control- i,=i,=0 ,
. (22.ii)
lati in corrente) Ve =Av,
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R,+R, R;*+R
Risolvendo le (22) il valore della tensiongé& E,=—2 1 4 R S (23)
o+ 1
A R +R,
Infine il valore della corrente; isi ricava risolvendo il circuito C +
illustrato nella figura 16, ottenuto sostituenddbipolo L con il Rs E,
suo circuito equivalente di Thevenin. In questcocés corren- is , C)
te is risulta essere; F Ey/Rs. I?
Figura 16

Teorema di Norton: Non si pud applicare il teorema di Norton alla g@uae del circuito di figura 12.b, in quanto il
bipolo L non & controllato in tensione (il suo diito equivalente & un generatore indipendentendioae).

In considerazione dei valori tipici di A, € spesso
possibile assumere A «. Tale semplificazione con-
duce almodello di A.O. idealeA titolo di esempio si
consideri il circuito illustrato nella figura 1A cui si
intende calcolare la potenza dissipata sul residir
Tutti i metodi illustrati precedentemente sono gene
ralmente applicabili, purché si consideri nullatéa-
sione d'ingresso differenzialedrtocircuito virtualg.

Figura 17.

Ad esempio, con I'’Analisi di Tableasi ottiene il seguente sistema di 2R +N = 17 equazioni:

vV, =€,
vV, =€,
V3 =€ "€
(R =7 equazioni LKTin cui compaiono come incognite V. —e (24.0)
R = 7 tensioni di ramo ed N1 = 3 tensioni di nodo) ¢ '
Vg =€
Vs =€
V; =€~ €,
i,+i,—i,=0
(N - 1 = 3 equazioni LKgin cui compaiono come incognite i —i-i.=0 (24.i)
R = 7 correnti di ramo) 2T '
i—is—1,=0

v, =-E +Rji;
v, =-E, +Rj,

vy =Ry,
(R = 7 caratteristiche dei componenti in cui coropaicome incognite V. =Ri (24
R = 7 tensioni di ramo ed R = 7 correnti di ramo) 4 e :
Vs =Ryis
v, =

17

La soluzione del sistema (24) consente di detemmiigai -1 1+& RE, __RE
R\" R, \R,+R, R;+R,
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Se i dati del problema sono; E11V,E=105V,R=500Q, R, =050, Rs=5Q, R, =1Q, R, = 20Q si ottiene 4
= 3.3 A e quindi p= Rsis> = 2.178 W. Si noti che passando dal modello a agiaa finito con A = 10al modello a
guadagno infinito la perdita di precisione & traabile.

Una delle prime applicazioni degli amplificatoriezpzionali & stata la realizzazione di circuiti in
grado di effettuare operazioni matematiche; e infl questa applicazione che 'A.O. prende |l
nome. Molti dei circuiti con amplificatori operaniali in grado di effettuare specifiche operazioni
matematiche sono utilizzati cosi di frequente clséaéo dato loro un nome specifico. Alcuni di tal
circuiti sono mostrati in figura 18, in cui tuti tensioni di nodo sono riferite al terminale disse

VWW
Ry
R1
h Vi AN B
b 11 b
—p— + VO +/ VO
i1
Figura 18.a - Inseguitore di tensione (buffer) Figura 18.b - Amplificatore invertente
Tripolo: i; =0, % =v; Tripolo: iy = W/Ry, Vo = —=(R/Ry) v,
Rs AAAA
AAAA V3 > Ry
R I3
Ri f Ra _
Vo b
Vi e»—t Vo Vi o>
i1 I1 —
—n Figura 18.d — Sommatore

(I numero di terminali di ingresso € arbitrario)
(n+2)-polo: i = vi/Ry, ix = ulRy, i3 = Va/Ry, ...,
Vo = =(R/Ry) vi =(R/R2) V2 =(Ri/R3) vs + ...

Figura 18.c - Amplificatore non invertente
Tripolo: i; =0, %= (1 + (R/R)) v,

> AR

v ' R

R1 B :
_EJ\/\/\/\ +

— R, —

AMA—————
Figura 18.e - Amplificatore differenziale Figura 18.f - Cor_wertitore di re_sistenza negativa
Doppio bipolo: | = (Va — V&)/(2Ry), Vo = (RIRy) (Vs = Va) Bipolo: v =—Ri
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Vi e AW - Vi

Figura 18.g - Integratore

t
Tripolo: iy = wR, v, (t) = vo(O)—RiC [v1) e
0

Se gli A.O. possono funzionare anche nelle regiosatu-
razione (+ 0-), € necessario distinguere le tre regioni:

Sat-) Vo = — Esaj
Lineare) ¥l < Eat
Sat +) ¥ = Esat

In ogni regione si usa il corrispondente circuituigalen-
te. A titolo di esempio si consideri il bipolo dgfira 18.f.
La sua caratteristica, illustrata in figura 19, mashe tale
bipolo € lineare a tratti e controllato in corrente

|21 Vo

Figura 18.h - Derivatore

. : L dv,
Tripolo: iy =wR, V, =———
R dt
A .
v Saturazione —
Saturazione + v=-Ex*Ri
V=+Eq+Ri i > Esaf(2R)

I < - Eal(2R) /
i
/ Regione lineare

v=-Ri

lil < Bal(2R)

Figura 19
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