GRANDEZZE PERIODICHE

Una grandezza tempodipendente a(t), che suppomnieah®,si definisceperiodica quando ad u-
guali intervalli T assume valori uguali, cioé quandle la relazione (con n intero qualsiasi):
a(t)=a(t+nT) (1)
- Il tempo T si definisc@eriodo;

- La grandezza f =1/ T , che rappresenta il nundeperiodi contenuti nell'unita di tempo, si defi-
niscefrequenza La frequenza si misura in Hertz [Hz] (perioditsedo);

- Si definiscevalore mediola media di a(t) eseguita sul periodo T:
1 pto+T
(@)=, altkr @

dove p puo essere scelto arbitrariamente. Data la camizdi periodicita (1), il valore medio non
cambia se si estende la media ad un numero intexisigsi di periodi. La media, intesa come ope-
razione su una grandezza periodica che restituisgaimero reale, € lineare e dunque per il valore

medio valgono le relazioni: Yp+b)=(a)+(b), 2) (ma) = m(a), sem & costante.

- Si definiscevalore efficacedi a(t) la radice quadrata della medi& quadrato di a(t) eseguita su

un periodo T:
1 o+
A= /<a2> =7 :0 a*(t)dt 3)

- Una grandezza periodica si definigternata quando il suo valore medio € nullo.

1. GRANDEZZE SINUSOIDALI
Una grandezza del tipo:
a(t)=A,, codut +a) (4)
si dicesinusoidale.
- La grandezza & che compare nella (4) € dettmpiezza ed e pari al valore massimo di a(t);
- La grandezza € dettagpulsazione ha le dimensioni di una velocita angolare (ratiisecondo) ed
e pari a &T; (w= 27T = 2rt)

- La grandezzax e dettafase Dato che si pud aggiungere un qualsiasi multiptero di 2t
all'argomento del coseno nella (4) senza modificty per dare un valore univoco alla fase nel
seguito si supponeTn<a < Tt

Il valore medio della grandezza sinusoidale (4a& @ zerg(per ogni valore di & e ). Infatti:

(a)= %J'OTAM codwt +a)dt = 'z‘)—_'\l’l[ser(wt +a)l = g—ﬁ[ser(2n+ a)-sera)]=0

Il valore medio del quadrato della grandezza siilade (4) € pari a:

2 2 2
<a2> :%IOTAfA Cosz(wt+0()dt=%joTAf,, 1+cos(2;)t+20)dt=<A2M >+<A2M cos(2wt+20()> =A7M

E quindi il valore efficace di una grandezza sindale € pari a:

A= \/<AM2 cos (wt + 0()> = AT; 00.707A,, (5)
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Una grandezza sinusoidale & quindi completameriiteitdeda treparametri:
1) L’ampiezza Ay, o il valore efficace A.
2) La pulsazionew, o la frequenza f, o il periodo T.
3) La faseq, o la differenza di fase con un’altra grandezrasbidale nota di uguale pulsazione.

Siano a(t) e b(t) due grandezze sinusoidali isokeegiali (cioe alla stessa frequenza):
alt)=A,, codwt +a,) b(t) =B,, codwt +a,)
Si definiscedifferenza di fase(o sfasamento) tra a e b 'angolpy, = 05 — A

L’angolo @, € indipendente dall'istante iniziale di
riferimento.

- Se@yp =0, a(t) e b(t) si dicono ifase a

- Se@,p> 0, a(t) é imnticipo di faserispetto a b(t); t’
E_—

- Se@p < 0 a(t) é irritardo di fase rispetto a b(t); ot
al

- Se@yp == T a(t) e b(t) si dicono iopposizione

- Se@yp =z 1072, a(t) e b(t) si dicono iguadratura.
a(t) e in anticipo rispetto a b(t).

A, Do), A,
Y RO TN

a(t) e b(t) sono in fase a(t) e b(t) sono in opposizione a(t) e b(t) sono in quadratura

Scelta dell’origine dei tempi
Si supponga cambiare l'istante iniziale di rifermtee della scala temporale, ad esempiot = ¢. + t
Le due grandezze sinusoidali isofrequenziali aftftesi trasformano quindi in:

a(t’):AM COE((AI'+C(a,) b(t'): By COS(CJ"*‘GU)

In cui le fasi sono date d#, = Wty + 05 ed A = Wy + A. Lo sfasamento tra a e b nel nuovo
sistema di riferimento é:

ap = 0g = O = (Who + 0l) = (Who + Olp) = 0la = Ap = Pap
Lo sfasament@y, € quindi chiaramente indipendente dall’istanteiaie di riferimento (origine dei
tempi). Dato un insieme di grandezze sinusoidalifrézjuenziali, I'arbitrarieta nella scelta

dell'origine puo essere utilizzata per annullardalse di una di esse. Ad esempio, poste + a,
/w, si haoy =0 eday =— 0,5+ 0p = — @p € dunque, in questo sistema di riferimento si ha:

a(t') = A, codu) b(t') = B, codot’ - @)
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2. TRASFORMATA DI STEINMETZ
(RAPPRESENTAZIONE DI GRANDEZZE SINUSOIDALI CON | NUMERI COMPLESSI )

A partire dall'identita di Eulero: B=cos K +jsenk) (6)
si deduce: cos §) =0 [/ (7)
dove con] si indica I'operatore “parte reale”. La grandesraisoidale a(t):
at)= A, codat +a) = 0[A, @)= 0|V2ae™ e | = O[V2Ae (8)
puo essere quindi interpretata come parte reala dpportuno numero complesso. Ponendo:
AL
A =Agl? =M gl 9)
- J2

Il numero complesso Adettofasore individua univocamente la grandezza sinusoidé)e k pri-

mo e l'ultimo termine della (8) definiscono quingha corrispondenza biunivoca tra grandezze si-
nusoidali e numeri complessi (trasformata di Steitgn Il numero complesso AuO essere rappre-
sentato anche in forma cartesiana M + j N, dove M £1[A] = A cos@) ed N £][A] = A senfx)
sono la parte reale ed immaginaria di A

Le formule inverse per modulo e fase sono:

A
|A| = \/m N [~ i A
arct{%) seM >0
AT N a |
T+ arct{mj seM<0 5 v s

Ad esempio, se e data v(t) = 100 cat+ 173), € immediato dedurre che la fase & 173 e I'am-
piezza & Y, = 100 (quindi il valore efficace & V = 70.71)fdisore di v & quindi \# 70.716™ (in
forma polare). Il fasore in forma cartesiana siedeina utilizzando I'identita di Eulero: #
70.71cos(v3) +j 70.71sen/3) = 35.35 +j 61.23.

Viceversa, se & dato=l3 + j 4, si determina il modulo 143 + 4% = 5 (che coincide con il va-
lore efficace della corrispondente grandezza sidas®) e la fase; = Arctan (4/3) = 0.9273 rad. Il

fasore in forma polare & quindi= 5 d>°?” e la grandezza sinusoidale &: i(t)5¥2 cos (it +
0.9273).

OPERAZIONI COMPATIBILI CON LA TRASFORMATA DI STEINMETZ

Dato che anche il risultato dell’'operazione dev@ees una grandezza sinusoidale isofrequenziale, le
operazioni possibili su grandezze sinusoidali sgpfienziali sono limitate alle seguenti tre:

- SoMMmA: Date due grandezze sinusoidali isofrequenzillieab(t) rappresentate dai fasorie®B é
facile verificare la grandezza sinusoidale a(tYt} & rappresentata dal fasoret. Infatti:
a(t)+b(t) = O[V2Ae™ |+ O[V2Be™ | = O[V2Ae™ +2Be |= 0[v2(A +B)e|

- PRODOTTO PER UN NUMERO REALEData una grandezza sinusoidale a(t), rappresedétnumero
complesso Aed un numero real®, si verifica immediatamente che la grandezza sidase m-a(t)
e rappresentata dal fasond. Infatti:

malt)= V2 |= Ojmvzae |= Clvz(ma)e |

- DERIVAZIONE: La derivata di grandezza sinusoidale a(t), reggmtata dal numero complesseA
rappresentata dal fasored. Infatti:
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%a(t) :%D[\/EA@“”] = D{ﬁA%e‘“} = 0[v2(jwa)e ]

Sul piano complesso quindi la derivata di a(t) gprasentata da un numero complesso di modulo
pari awA e in anticipo div2 rispetto ad Alnfatti se A= A d®, dato che dall'identita di Eulero si ha
j = d™, si ottiene immediatamented = wA 2,

RAPPRESENTAZIONE SIMBOLICA DI GRANDEZZE SINUSOIDALI ISOFREQUENZIALI

Un insieme di grandezze sinusoidali isofrequenziali

a(t)=v2Acodut +a,), b(t)=v2Bcodut +a,), ...
puo quindi essere rappresentato dai numeri compless

a(t) = A

b() - B

A :Aeiﬂa, B= Bel® . a(t) + b(t)c» A +B

utilizzando la trasformata di Steinmetz: ma() - mA

at)=0V2ae |, blt)= Ojv2Be™ |, .. da

o . — = J0A

Inoltre, le operazioni di somma, prodotto per unalare reale e defi- dt

vazione definite su grandezze sinusoidali si trasé&mo in operazior
: - . 0-0

sui fasori: somma, prodotto per uno scalare regi®@otto perdg.

Scegliendo opportunamente l'origine dei tempi, 80 sempre porre a zero la fase di una (sola)

grandezza sinusoidale arbitraria. In tal modo, rendezza assunta come riferimento di fase sara

rappresentata da un numero reale puro.

» Complesso coniugato

Dato un numero complesso #A€®, si definisce “complesso coniugado *_ A a
" * _ A =Ae (20)
A” il numero A, avente modulo uguale e fase opposta:
Si verifica facilmente che il prodotto di un numeromplesso per il suo x _ p2
: ST _ AA =A (11)
coniugato e pari al quadrato del modulo:

nel seguente modo: A AA = Az (12)

3.%RIE DI FOURIER

Una data grandezza periodica a(t) reale e di periodi puo

sempre rappresentare, purché il suo valore effisacénito, "

come la sovrapposizione di un termine costante iafitite a(t)=A0 +ZAM,k cos(kcot+ak)
grandezze sinusoidali a frequenze multiple inteztadfre- k=1

quenza fondamentale f = 1/T, come segue:

dovew = 2T = 2rt. Il primo termine della sommatoria, alla frequarfz prende il nome di armo-
nica fondamentale (o prima armonica o, semplicemediohdamentale). Il k-esimo termine della
somma prende il nome di k-esima armonica (a frezaudif). Dato che il valore medio delle armo-
niche e chiaramente nullo, il termine costantg caincide con il valore medio di a(t), ovvero

<a> =A,. Per calcolare ampiezza e fase delle armonichéi@a® scomporle come segue:

alt)=A,+ kZ:[pk cogkat) +q, ser{kt )]
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dove p = Auk COSOk), —0k = Auk Senfik). Spesso e possibile semplificare il calcolo demy uti-
lizzando le simmetrie presenti nella grandezzaopéa a(t). Infine si possono utilizzare i seguenti
risultati, validi per h e k interi (le medie sonefidite sul periodo T):

i) (coghat)ser(kwt)) =0, Oh,k; ii) (cogdhwt)cogkat)) = (ser(hwt)ser(kwt)) =0, Th#k

i) (cos’(kat)) = (serf (k) =1/2, Ok =1

per ottenerep, = 2(a(t)cogkawt)), g, = 2(a(t)ser{kwt)), Ok=1.

Si consideri ad esempio la grandezza periodic& @) di periodo T mostrata in figura, il cui vade@ +1 perT/4 <t
< T/4 ed &-1 per T/4 <t < 3T/4 (+ multipli interi del periofo

E’ immediato verificare che: A a)

. (8)=0; + -

I a(-t) = a(t); ; ; 3!T/Z >
. a(t + T/2) =- a(t). -1 0 T t

Quindi, per la (1), A= 0, e per la (Il), sono assenti nella serie furmini di tipo seno dato che sono dispari rispa

t = 0, cioé senfkat) = — sen(ka). Sono presenti quindi solo i termini di tipo eos. La (lll) tuttavia permette di esclu-
dere le armoniche pari, che non rispettano talensitmia (infatti se k = 2n, con n intero, si ha @s{t + T/2)) =
cos(2ndt + nwT)) = cos(2it + n2m) = cos(2mat)). Lo sviluppo in serie di Fourier della grandazzeriodica a(t)
quindi rappresentabile, in questo caso, come:

a(t) = gpznﬂ cos((Zn + 1)(ot) =p, cos(oot) +p; cos(3oot) +Ps CoiSwt) +...

Per calcolare i coefficienti delle varie armonicliguo ora utilizzare la relaziong, = 2<a(t)cos(koot)). In particolare,
per quanto riguarda [3i ha:

p, = 2{a(t)codut)) % J'_TTllzza(t)cos(wt)dt=$ [ “alt)codot)dt = AN AN
4 4
= ?_[Om cos(u)t)dt - ?.[:/fcos((ot)dt =
4 = 4 =
= —fser{wt)] 3" - —fserwt)l 7% = 7

)] ot ) et )
et At

FAN FAY AN FAY
Per quanto riguarda il calcolo dei termini sucogssi procede analogamente/ \
Posto k =2n+1, si hay s (4/m) (-1)"/k. Il risultato finale & quindi:
4 4 4 4

alt) = —coqwt)——cod3wt) + —cog5wt ) ——cog7wt) + ... A

(1) = % codor) - - codau)+ - codser) - - codrar) brond loacay
La figura piu in alto confronta la grandezza peigada(t) con la sua prima foaoah Poroach
armonica. Le figure dall'alto verso il mostrano egnaggiungendo anche Ig \

armoniche 3, 5 e 7, la serie di Fourier approssanipre meglio a(t).

Fat Fat Fat
LY AR an—an v LY AR e v
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