CIRCUITI IN REGIME SINUSOIDALE (AC)

1. METODO SIMBOLICO PER LA SOLUZIONE DI CIRCUITI LINEARI IN CORRENTE ALTE ~ RNATA

In figura 1 € illustrato lo schema generalmentézatto per determinare la soluzione di regime
di circuiti lineari in regime sinusoidale (AC). Wircuito € in regime sinusoidale se tutte le valiab
circuitali sono funzioni sinusoidali del tempo donstesso periodo (o la stessa frequefz#)me-
todo consiste nel trasformare il sistema di equazagebrico-differenziali per i valori istantanei
(reali) delle tensioni e delle correnti in un sisgealgebrico (a variabili complesse) di piu agevole
soluzione.

Dominio del tempo Dominio simbolico
LKT, LKC IR LKT, LKC
Caratteristiche > Caratteristiche
Algebriche e Differenziali Algebriche
Soluzione diretta Soluzione
¥ (non usata) _ _ Y simbolica
: Anti-Trasformazione
Grandezze Sinusoidali S A Fasori

Figura 1. - Schema di risoluzione per circuiti lineari in regime AC.

Una volta scritte le LK e le caratteristiche aioralstantanei, il metodo prevede tre passi:

1) Trasformazione delle equazioni nel dominio del terfgdgebrico-differenziali) in equazioni nel
dominio simbolico (algebriche). Come si vedra trevie, 'operazione di trasformazione permet-
te di risolvere il circuito con i metodi visti pkr soluzione dei circuiti in regime stazionario.

2) Risoluzione delle equazioni simboliche e determimaz dei numeri complessi rappresentativi
delle variabili circuitali (fasori).

3) Determinazione delle correnti e delle tensionintdaee a partire dalle grandezze simboliche che
le rappresentano. Quest’ultima fase é del tuttoeatiata, tanto che viene normalmente sottinte-
sa.

Trasformazione simbolica delle Leggi di Kirchhoff

Sia dato un circuito in regime sinusoidale cargtrato da R rami ed N nodi. Per ciascun ramo si
assumano versi positivi per la tensione di rama edrrente di ramo associati secondo la scelta
dell’'utilizzatore. Preso arbitrariamente un nodmeonodo di riferimento del circuito, la LKT per-
mette di scrivere R relazioni linearmente indiperidea tensioni di ramo e tensioni di nodo che, in
forma matriciale, assumono la forma:

v(t) = M e(t) (1)
dovev(t) € il vettore delle tensioni di rame(t) € il vettore delle tensioni di nodo. Tutte kentpo-

nenti div(t) ede(t) sono, per definizione di regime AC, grandezpnesoidali.M & una matrice co-
stante avente R righe ed fNL) colonne, il cui generico elementg,Misulta nullo se il ramo h non

© Analogamente, un circuito & in regime periodicduste le variabili circuitali sono funzioni periimtie del tempo con
lo stesso periodo (o la stessa frequen3a)itamente questo regime di funzionamento vindiato utilizzando la serie
di Fourier (ogni grandezza periodica di periodo pu® rappresentare, purché il suo valore efficgiadinito, come la

somma di un termine costante e di infinite grandestausoidali a frequenze multiple intere della@frenza fondamenta-
le f = 1/T). In questo modo, se il circuito € lineaci si riconduce tramite il principio di sovraggizione degli effetti

all'analisi di un circuito in regime DC (corrispogitte ai termini costanti nelle variabili circuijadi di (numerosi, in teo-
ria infiniti) circuiti in regime AC a frequenze ntigle intere della fondamentale (corrispondentieamini sinusoidali a

frequenza f, 2f, 3f, ... nelle variabili circuitpli
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e collegato al nodo k, uguale a +1 se la correatgaimo h esce dal nodo k1 se la corrente del
ramo h entra nel nodo k.

La LKC applicata a tutti i nodi tranne quello denmento permette di scrivere 1) equazioni
che in forma matriciale assumono la forma:

Ait)=0 )

dovei(t) € il vettore delle correnti di ramo (sinusoigaker definizione di regime AC) el € la ma-
trice di incidenza ridotta, avente (N1) righe ed R colonne, il cui generico elementg Asulta
nullo se il ramo k non é collegato al nodo h, uguwah1 se la corrente del ramo k esce dal nodo h,
-1 se la corrente del ramo k entra nel nodo h. Quic la trasposta @, cioé:M = A".
Dato che le LK sono equazioni lineari (quindi leeogzioni effettuate su grandezze sinusoidali sono
solo somme e prodotti per uno scalare reale), silpiestrasformare le LK dal dominio del tempo al
dominio simbolico utilizzando la trasformata di iSteetz. Mediante tale trasformazione si perviene
alle seguenti relazioni:

V=A"E (3)

Al=0 (4)

doveV e il vettore dei fasori delle tensioni di rankog il vettore dei fasori delle tensioni di nodo e
| e il vettore dei fasori delle correnti di ramo. (3-(4) sono formalmente identiche alle (1)-(d) sa
vo il fatto che in luogo delle tensioni e correctimpaiono i rispettivi fasori.

Naturalmente, non € necessario effettuare ogna\aatl'inizio la trasformazione delle LKT ed
LKC dal dominio del tempo al dominio simbolico. &isamente molto piti semplice trasformare il
circuito ed applicare direttamente le LK nel domisimbolico. A tal fine si possono formulare le
LK direttamente in forma simbolica, come segue:

- Legge di Kirchhoff delle Correnti per un nodo (CK: la somma al- er =0
gebrica dei fasori delle correnti in un nodo e awll r(RAMI)
- Legge di Kirchhoff delle Tensiorper una maglia (LK{): per ogni ZMr =0
maglia la somma algebrica dei fasori delle tensitbmamo é nulla. r(RAMI)

- Legge di Kirchhoff delle Tensiomer un ramo (LK7J): ogni fasore di
tensione di ramo € pari alla differenza tra i fagetle tensioni di nodo Vag =Er —Es
dei suoi terminali positivo e negativo.

2. COMPONENTI

In questa sezione sono illustrate le caratteristoidi generatori e dei componenti lineari che posso
no essere trasformati nel dominio simbolico. Tuttbmponenti non-lineari non possono invece es-
sere trasformati nel dominio simbolico. Ad esempgidjodo non puo essere trasformato nel domi-
nio simbolico in quanto la corrente che lo attraaemon pud essere sinusoidale (la semionda nega-
tiva non puo attraversare il diodo interdetto) adlie il circuito non puo essere in regime AC.

Generatore di tensione

Il generatore indipendente di tensione in un ctocun regime AC deve (per definizione) avere una
tensione impressa sinusoidale. Nel dominio simbaticutilizza lo stesso simbolo usato nel domi-
nio del tempo, in cui sono indicati direttamentagori della tensione di ramo, della corrente di ra

mo e della tensione impressa%fE. €€, dove Ex = Ew/V2). Il terminale contrassegnato dal segno
+ indica il terminale positivo della tensione imggsa.
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Dominio del tempo Dominio simbolico

" Em cos(ut-+a) | E

I(t L

[ /—\+ ° ® » [\"' °

+ U —_ '+ g u —'
v(t) v

(@) (b)

Figura 2 Generatore di tensione indipendente: (a) nel dominio del tempo, (b) nel dominio simbolico.

Con riferimento ai versi positivi delle grandezadicati nella figu-
ra 2.a, la caratteristica del generatore di tersiodipendente nel v(t) = - Ey cosfut + ag) (5)
dominio del tempo e la seguente:

Utilizzando la trasformata di Steinmetz, la carstea del genera- V=-E (6)
tore di tensione indipendente nel dominio simboéaguindi: - =

Si noti che la (6) e ottenibile direttamente datwito 2.b, utilizzando le solite convenzioni sersi

di riferimento. Anche per i generatori di tensiguotati lineari (GTPT e GTPC) si procede allo
stesso modo: nel dominio simbolico si utilizza tesso simbolo e tutte le variabili circuitali sono
sostituite dai rispettivi fasori.

Generatore di corrente
Dominio del tempo Dominio simbolico
lgm COS(t+01g)
it :I: ! Iy
+ - ‘f_l_ -

v(®) v
(@) (b)

Figura3 Generatoredi correnteindipendente: (a) nel dominio del tempo, (b) nel dominio simbolico.

\4

Il generatore indipendente di corrente in un ciain regime AC deve (per definizione) avere una
corrente impressa sinusoidale. Nel dominio simbosicutilizza lo stesso simbolo usato nel domi-
nio del tempo, in cui sono indicati direttamentagori della tensione di ramo, della corrente di ra

mo e della corrente impressg € lyerr €%, dove e = Igu/V2). La freccia indica il verso positivo
della corrente impressa.

Con riferimento ai versi positivi delle grandezadicati nella figur
3., la caratteristica del generatore di correntigpendente nel do- i(t) = lg e COSEt +0g)  (7)
minio del tempo e la seguente:

Utilizzando la trasformata di Steinmetz, la cargtea del genera- = (8)
tore di corrente indipendente nel dominio simbo&oguindi: -

Si noti che la (8) e ottenibile direttamente datwito 3.b, utilizzando le solite convenzioni sersi

di riferimento. Anche per i generatori di correpitotati lineari (GCPT e GCPC) si procede allo
stesso modo: nel dominio simbolico si utilizza tesso simbolo e tutte le variabili circuitali sono
sostituite dai rispettivi fasori.

Trasformatore ideale

Il trasformatore idealé definito nel dominio del tempo dalle vi(t) = K vy(t) (9.a)
seguenti relazioni lineari: i2(t) == Kiy(t) (9.b)
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Utilizzando la trasformata di Steinmetz, le (9)trsisformano Vi=KV» (10.a)
nel dominio simbolico come segue: ==Kl (10.b)
Come per i generatori, nel dominio simbolico si trere o stesso simbolo e tutte le variabili cir-
cuitali sono sostituite dai rispettivi fasori.

Resistore
Il resistore lineare ha come caratteristica nelidardel tempo:
v(t) =R i(t) [oppure i(t) = G v(t), dove G =1/R] (11)
Utilizzando la trasformata di Steinmetz, le (11jrasformano nel dominio simbolico come segue:
V =R [oppure |= GV, dove G =1/R] (12)

Nel dominio simbolico il resistore si indica conmefigura 4.b, specificando il valore di resistenza
(o di conduttanza), e sostituendo le variabiliwitai con i rispettivi fasori.

Dominio del tempo Dominio simbolico

R | R

)
—MWN— ] —

Vo v
(@ (b)

Figura 4 Resistorelineare: (a) nel dominio del tempo, (b) nel dominio simbolico.

Induttore
d

L'induttore lineare ha come caratteristica nel dumidel tempo: v(t)= Lai(t) (13)
Utilizzando la trasformata di Steinmetz, la (13)rasforma nel dominio simbolico come segue:

V=jwl | [oppurel= V/(jwlL)] (14)

Nel dominio simbolico I'induttore si indica comefigura 5.b, specificando il valore dbl. e sosti-
tuendo le variabili circuitali con i rispettivi fas.

Dominio del tempo Dominio simbolico

) |
i(t) e 1 Jod
+ — + I:I -
v(t) Vv

(a) (b)
Figura 5 Induttorelineare: (a) nel dominio del tempo, (b) nel dominio simbalico.

Condensatore
Il condensatore lineare ha come caratteristicaloelinio del tempo: i(t)= Cav(t) (15)

Utilizzando la trasformata di Steinmetz, la (15)rasforma nel dominio simbolico come segue:
1=juCV [oppure V=1/(juC) ] (16)

Nel dominio simbolico il condensatore si indica @nm figura 6.b, specificando il valore di
1/(juC), oppure dij/(wC), e sostituendo le variabili circuitali con ipettivi fasori.
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Dominio simbolico
—j/wC
i(t) || C 1 :
+ - + -
v(t) v
(a) (b)

Figura 6 Condensatore lineare: (a) nel dominio del tempo, (b) nel dominio simbolico.

Dominio del tempo

La ragione per cui resistore, induttore e condemsaono rappresentati con lo stesso simbolo cir-
cuitale nel dominio simbolico é legato al fatto ¢bdoro caratteristiche nel dominio simbolico im-
pongono tutte la proporzionalita tra il fasoreatigione di ramo ed il fasore della corrente suloram
Pertanto le costanti di proporzionalita si possooiesiderare come casi particolari di una grandezza
che viene dettanpedenzaed indicata con Z

V=ZI (17)

Le (12), (14) e (16) sono quindi rappresentabifneo

La (17) viene dettiegge di Ohm simbolica

In forma cartesiana I'impedenza puo essere scoitae: Z=RHX (18)

La grandezza X € dettaattanza, e costituisce la parte immaginaria del'impedergsla reattanza

e nulla (X = 0), I'impedenza rappresenta un resstdi resistenza R. Viceversa, se R = 0
'impedenza rappresenta un induttore se Xil=(reattanza induttiva) o un condensatore se X =
-1/C (reattanza capacitiva).

L'inverso dell'impedenza viene definimmmmettenza Y=1/Z (29)
In base alla legge di Ohm simbolica, si ha quindi: ]
La tabella riassume i risultati ottenuti (per ckira si utilizzano qui i simboli di resistore, itdu

tore e condensatore anche nel dominio simbolic@)ehsione e stata scelta come riferimento di fa-
se, cosicchéy = 0; lo sfasamento tra tensione e corrente e ggind- ;.

+ - DA
I ] I
M R M L M j—
C
Z=R Z=jol Z=-jloC

1=V/IR=(VIR) &

1= V/(jol) = (Vi) €77

1 = V/(=jlaC) =wCV ™2

| e in fase con V

| e in quadratura ritardo 8u

| e in quadratura anticipo su

I=VIR, $ =0 | =V/wL, ¢ =172 = wCV, ¢ =-172
—_—V | g Il

1 1 v
Vv

- PEN
. ~ , ~
’ A ’ A
/ \ ’ \
P A\ . \ N
X 7 >
\ ’
N . t
i S\
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Riassumendo, si noti come nel dominio simbolicbKesiano formalmente identiche alle LK nel
dominio del tempo per i circuiti privi di memoria {n regime stazionario) salvo il fatto che in luo-
go delle grandezze tensioni e correnti compaidonooi fasori. Anche le caratteristiche dei generato-
ri, sia indipendenti sia pilotati, e del trasfororat ideale nel dominio simbolico sono formalmente
identiche alle rispettive caratteristiche nel domitkel tempo per i circuiti in regime stazionarad-s
vo il fatto che in luogo delle grandezze tensiogperenti compaiono i loro fasori. Infine resistore
induttore e condensatore possono essere unifieatiominio simbolico con un unico componente
lineare in cui il rapporto tra i fasori di tensioaecorrente € un numero complesso (impedenza). In
guesto caso la legge di ohm simbolica¥ |) € formalmente identica alla legge di ohm di wsi-re
store (v = R i), salvo il fatto che in luogo di sgone e corrente compaiono i loro fasori e chei@ |
go della resistenza compare I'impedenza. Questernasdoni permettono di affermare che tutti i
metodi di soluzione applicabili ai circuiti privi dhemoria (0 in regime stazionario) possono essere
applicati anche ai circuiti in AC nel dominio simigo, salvo I'impiego dei fasori e l'utilizzo delle
impedenze al posto delle resistenze. Valgono malitti i teoremi e le equivalenze sulle reti prive
di memoria (serie, parallelo, trasformazioni stéfiangolo, Teoremi di Thevenin, di Norton, di
Millman, etc.) con le dette modifiche. Quanto dettostra anche come non sia necessario, ogni vol-
ta che si risolve un circuito, procedere alla ‘filawazione” delle equazioni, potendosi scrivere di-
rettamente queste ultime nel dominio simbolicodéfinitiva quindi I'operazione di trasformazione
e di regola effettuata direttamente sullo schermuitale. Anche I'operazione di antitrasformazione
si puo di solito sottintendere essendo del tuttdmil passaggio dai fasori alle grandezze sinwsoid
li che essi rappresentano. Tale passaggio infafilica semplicemente che si prendano modulo e
fase del fasore e si identifichino con il valoréosice e la fase della grandezza sinusoidale.

E da notare che una qualsiasi delle correnti ddanicognite del problema pud essere presa
come grandezza di riferimento per gli angoli defasioe e possibile porre uguale a zero la sua fase
Cio equivale infatti a sceglier una opportuna orwgdei tempi.

Si consideri ad esempio il circuito di figura 7@stituito da una resistenza R, un’induttanza L & cepacita C in serie,
alimentato da una tensione e(t) sinusoidale ndta=eE, cos{d + ag)

Per determinare la corrente i(t), supponendo il (a) Dominio del tempo (b) Dominio simbolico
circuito in regime AC, si trasforma il circuito

nel dominio simbolico ottenendo il circuito di I(t) [ l
figura 7.b. jal
Applicando la LKT all’'unica maglia presente si I
ha quindi:
O:—E+JO0LI+RI+[ J] < < R T
wC

[

I N

da cui e(t) C —jlaC
ol
wC Figura 7.
L'impedenza equivalente della serie R-L-C & quindi: _ : 1
Z=R+j wL-—
Posto X =L — 1/C, siha Z= R +j X. - 1@ wC (1)
La soluzione nel dominio simbolico & immediata: 1=HZ (22)

da cui si ricava il modulo di(per definizione pari al valore efficace di i}z EN(R? +X?)

e la fase di (assumendo R >®): o, =0l =0E-0Z=a, —Arctg%

&) si noti che se R > 0 lo sfasamento tra tensioperente ai terminali dellimpedenza (con i vers$aciati secondo la
convenzione da utilizzatore) &:= 0, —a; = Arctan(X/R); e pertanto si hav2 < ¢ < 172. Per ogni altro componente
tuttavia lo sfasamento tra tensione e correntegmebie essere superiore o inferiora € ¢ < ).
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Infine, anti-trasformando, & possibile determiriéde

i(t): Iﬁcos{uﬁ+ai):%co{w‘[+ae —Arctgéj

Tutti i metodi di soluzione (e le equivalenze) apgbili ai
circuiti lineari privi di memoria sono generalmeratgplicabili
anche nel dominio simbolico. Ad esempio si considleircui-
to illustrato nella figura 8.a, in cui si intendalaolare la cor-
rente circolante sul condensatore C.

Sia D il nodo di riferimento. Si considerino vedsiriferimento
associati con la regola dell'utilizzatore per tensie correnti
di ramo. Il circuito € costituito da R = 6 rami @ N = 4 nodi.
La figura 8.b mostra lo stesso circuito nel domisiimbolico (i

Y —
fasori rappresentativi dei generatori indipendesttho E = : = Iscodot +os)
EJ/2 ed k= (I4+/2) €/%). Uno dei possibili alberi & llu- WL A 4
strato in figura 8.c (rami 4, 5 e 6). | rami trggéti sono quel-

li di coalbero (rami 1, 2 e 3).

Figura 8a.
| 4 ®----—- »------ A
, B |
L ! Ly |
l, 4 i
‘*__‘ﬂ' SR <,

A D
15 -_ |1
ls
Figura 8b. Figura 8c.

Analisi di Tableau (sistema di 2R + N- 1 = 15 equazioni). Le equazioni sono scritte éfamimento ai versi delle cor-
renti indicate in figura 8.c. Come sempre i verialcorrenti sono stati assegnati arbitrariamegg. le tensioni si fa
riferimento ai versi associati con la convenziomaeutilizzatore. [Attenzione alla caratteristica deheratore pilotato:
Ve=-aV, =-0(-Vs) =a Vg

—1 =C
V,=-E;g
(R = 6 equazioni LKTin cui compaiono come incognite V,=Eg—Ec (23.)
R = 6 tensioni di ramo ed N1 = 3 potenziali di nodo) V,=E.-E; '
Ms = _EA
Ve :EA_EC

(N - 1 = 3 equazioni LKgin cui compaiono come incognite
R = 6 correnti di ramo)
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=
l,=Bl,

-1

(R = 6 equazioni costitutive dei componenti in compaiono come incognite Vi, =15/ jwC (23.ii)
R = 6 tensioni di ramo ed R = 6 correnti di ramo) V,=-E;+RI, '
Vg =jallg
Ve=aV;
: . . . E.+ajoll
La soluzione del sistema (23) consente di detemmiha |, = 1—S+ RJ'FG[;jS(A)L
jwC 1+p

Supponendo che i dati sianesE£10V, k=5A,05=50°, R=2Q,L=0.5mH, C=4F,a =3, =20,f =50 Hz si
ottiene_} = 6.203-j 18.07 e quindis(t) = 27.02 cosdx — 1.240) [A].

Metodo fondamentale(R + (Numero di componenti non controllati né indi®ne né in corrente) = 8 equazioni)
V,t+jall+V, =0
V,-RIl,+Es—julLl.=0

(R =N + 1 = 3 equazioni LK) _I - - (24.))
—=2 -V, -E.+RI,=0
jwC
—l +1,+1,=0
(N — 1 = 3 equazioni LKg} I,-1,-1,=0 (24.ii)
I - | -1,=0
(equazione costitutive dei componenti 1, =Bl,
LT : . i (24.iii)
non controllati né in tensione né in corrente) Ve=ajwllg

Metodo dei tagli fondamentali(R — N + 1 + (Numero di componenti non controllatcorrente) = 5 equazioni)
v+ jel(ls=1,)+ Ve =0
P V2_R(l3_12)+§5_j0~)|-(13_12)=0 .
(R =N + 1 = 3 equazioni LK) - (25.1)
—Ve—Egt R(la _12) =0

jwC

(equazione costitutive dei componenti I, = B(.Is ‘lz) (25.ii)
non controllati in corrente) V,=ajol(lg-1,) :

Metodo delle tensioni di noda(sistema di N — 1 + (Numero di componenti non aallgti in tensione) = 5 equazioni)
E E,-E,+E

=A_ 4 =A B S 4+ 1,=0
joL -
(N — 1 = 3 equazioni LKg} . E,-E.+E (26.1)
J(*)C(EB _Ec)_ . RB . -1,=
- joc(E, —E.)-1,=0
. L . . EA _EB +Es
(equazioni costitutive dei componenti 1= BT (26.ii)
non controllati in tensione) '
E,-Ec=-0aE,

In questo caso, non essenddrh le incognite del sistema, & necessario detamiseparatamente la relazione che la
lega ai potenziali di nodo; k juC (Es — Eo).

Teorema di Thevenin

Si pud applicare il teorema di Thevenin alla sauegi del circuito di figura 8.b considerando comeoln N il conden-
satore C e quindi come bipolo L l'insieme di tgttialtri componenti del circuito (vedi figura 8.d) bipolo L' &€ quello
indicato nella figura 8.e, mentre il valore debagione Eviene calcolato risolvendo il bipolo L a vuotogfira 8.f). In-

fine il valore della correntg iene ottenuto risolvendo il circuito illustratelta figura 3.g, ottenuto sostituendo il bipo-
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lo L con il suo circuito equivalente di Theveniittienzione: anche se si utilizzano gli stessi silinfaer comodita di
notazione) le tensioni e le correnti indicate rigiuiti 8.e ed 8.f sono diverse tra loro e da quekl circuito iniziale.
Infatti le diverse condizioni applicate ad L podasvviamente a condizioni di funzionamento divdrse.

LI

BI
1/jC

Figura 8.e

Come da definizione, il bipolo L' si ottiene da hnallando tutti generatori indipendenti presentivigro sostituendo i
generatori indipendenti di tensione con cortoctiad i generatori indipendenti di corrente corcgiti aperti) La solu-
zione del circuito di figura 8.e, finalizzata atlaterminazione della caratteristica tensione-coerdel bipolo B'C' (cioe
della tensione Y in funzione della correntg)lsi puo effettuare con uno qualsiasi dei metodcpdentemente illustra-
ti. Ad esempio, utilizzando il metodo dei potenzi@ilnodo si ottiene il seguente sistema dilM(Numero di compo-
nenti non controllati in tensione) = 5 equazionipfonendo nota,l € possibile calcolare EEg, Ec, I, ed k, che risul-
tano pari a = BjwLly/(B + 1), B = Bjwl — R)IY/(B + 1), B = (@ + 1)Bjalls/(B + 1), b =Plo/(B + 1) ed § =~ 5. Per-
tanto \Vec = Es — Ec = - (aBjwl + R)I3/(B + 1) ed il circuito equivalente del bipolo L' éauimpedenza di valore pari a:

Zo=(Bjal +R)/(B + 1)

(N — 1 = 3 equazioni LK}

_EA_EA_EB_l =0
jol R -6
E.-Es_, . (27.)
I3~ AR 8_12_0
-1,-1,=0

-3 -6
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(equazioni costitutive dei compenti noi 1, =B

controllati in tensione) e _R (27.ii)

[Per poter applicare il teorema di Thevenin il hipb deve essere controllato in corrente. Quindjuresto sistema ki
suppone nota. L'impedenza e determinabile comeorappra i fasori di tensione e corrente tra i tigath di L'. Quindi,
visto che_} esce da B' ed entra in C' il terminale positivo lgetensione (con i versi associati) € C' e dunfue

Vel

- aVs
s R
Figura 8.f

La soluzione del circuito di figura 3.f (il bipoloa vuoto, ovvero con i terminali collegati ad urcuito aperto che im-
pone_t = 0), é finalizzata alla determinazione dellastene_E tra i terminali B' e C' e si puo effettuare coro wual-

siasi dei metodi precedentemente illustrati. Adrese, utilizzando il metodo dei Tagli Fondamentiliottiene il se-
guente sistema di R — N + 1 + (Numero di componarti controllati in corrente) = 5 equazioni.

V, +jwl(lg-1,)+ V=0

(R— N +1 =3 equazioni LK) V,=R(-1,)+Eg-joL(l5-1,)=0 (281)
Eo _ye _Es+ R(_lz): 0
(equazione costitutive dei componenti non 1= B(‘lz) (28.ii)
controllati in corrente) V,=a jooL(lS —12)
Risolvendo le (28), supponenfaz —1, il valore della tensiongEsulta essere:
E, = Es+ajul I (29)
Infine il valore della corrente; lviene ottenuto risolvendo il circuito B' +
illustrato nella figura 8.9, ottenuto sostituendidipolo L con il suo Eo
equivalente di Thevenin. In questo caso, la coergnisulta essere: 1/jC
Lo B Egtajoll Z
=1 vz 1 , R+opjol I3 C

jwC % jwC 1+B
Figura8.g

Teorema di Norton

Si puo applicare il teorema di Norton alla soluei@el circuito di figura 8.b considerando come lop¥ il conden-
satore C e quindi come bipolo L l'insieme di tgttialtri componenti del circuito (vedi figura 8.H) bipolo L' &€ quello
indicato nella figura 8.e, mentre il valore del@rente_§ viene calcolato risolvendo il circuito riportatella figura 8.i
(il bipolo L in cortocircuito). Infine il valore dia corrente § viene ottenuto risolvendo il circuito illustratelta figura
8.j, ottenuto sostituendo il bipolo L con il suactiito equivalente di Norton.
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BI

—aVs

Figura 8.h

La soluzione del circuito di figa 8.e, finalizzai
alla determmazione della impedenza equivalente
bipolo L', & gia stata effettuata.

La soluzione del circuito di figura 8.i (bipolo o
tocircuitato, ovvero con i terminali collegati ad cor-
tocircuito che impone M- = 0), finalizzata alla deter-
minazione della correntg fra i terminali B' e C' si pt
effettuare con uno qualsiasi dei metodi precedestem
te illustrati. Ad esempio, utilizzando il metodoi da-
gli Fondamentali si ottiene il seguente sistemB diN
+ 1 + (Numero di componenti non controllati in cor-
rente) = 5 equazioni.

- aVs

Figura 8.i

v, +jel(lg=1,)+ Vv, =0
(R =N + 1 = 3 equazioni LK) vV, - R(,-1,)+Es—joL(lg-1,)=0
_ye _Es+ R(lo —12)=O

(30.i)

(equazione costitutive dei componenti 1= B(.Io ‘lz)

non controllati in corrente) V, =a jooL(1g-1,) (30.ii)

Risolvendo le (30) il valore della correnteribulta essere: _Estajully  Eg+ajullg

Infine si ha il valore didrisolvendo il circuito in figura 8.j, ottenuto so- 7 R+apjol z
stituendo il bipolo L con il suo equivalente di M. 1+

(31)

0

In questo casg;risulta essere: . I

. Z| E.+ajull B'

— -0 — =0-0 — =S =S
I3 =jeC 1 1 1 _R+apjel

=% juC  jwC 1+B 1/jeC
[La soluzione & immediata notando che ljwC Vgc. La tensione tra B
e C e data da a¢ = ly/Y,, dove_ Y, & 'ammettenza del parallelo che é L5 C
la somma delle ammettenze dei due rami=YwC + 1/Zy) ¢

Figura 8.
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3. RISONANZA ED ANTIRISONANZA

A differenza della resistenza, solitamente positi@maeattanza puo essere positiva 0 negativa a
seconda del carattere induttivo o capacitivo deffedenza considerata. Questo puo portare a risul-
tati non intuitivi nelle reti in AC. Si considemfatti la serie L-C in figura. Nel dominio simbali&
equivalente ad una impedenza X, dove X =wL —1/wC.

Si riconosce che, per L e C fissate, esiste unsapidnewy per cui 1
la reattanza si annulla: W =" IC (32)

La pulsazionay € dettapulsazione di risonanza Quindi perw = wy I'impedenza equivalente del
bipolo & nulla ed il bipolo stesso ha come carigtiea V= 0 cioé € equivalente ad un cortocircuito.

Dominio del tempo Dominio simbolico
i) L c | Z =j(wL —1/wC)
+ C C C ” - + I:I -
v(®) v

In pratica tuttavia induttori e condensatori rdeinno sempre effetti parassiti dissipativi. Quindi,
fissato il modulo della tensione di alimentazioper,w = wy la corrente € massima in modulo (e fi-
nita) e¢ = 0. In condizioni di risonanza il comportamen#d dircuito e resistivo, poiché le reattan-
ze induttiva e capacitiva si compensano a viceRgaw < wy, la reattanza capacitiva prevale su
quella induttiva, e < 0. Viceversa, pew > uy la reattanza induttiva prevale su quella capaciéiv
¢ >0.

Si consideri ora il parallelo L-C in figura. Nelmaio simbolico € equivalente al parallelo delle
due ammettenze Y=1/Z = 1/(jwlL) = —j/wl ed Yc = 1/Z: = 1/(1/jwC)) = jwC. L'ammettenza equi-
valente del parallelo € la somma delle ammetterzedde rami;_Y = jwC —j/wL. Calcolandone
I'inversa e quindi possibile esprimere 'impederezpiivalente del parallelo nella forma:=ZjX,
dove X =-1/(wC —1/wL). Si riconosce che, per L e C fissate, esistepuisazionay, per cui la re-
attanza e infinita: e data dalla (32). Tale pulsagiy € dettgpulsazione di antirisonanza Quindi
perw = wy 'ammettenza equivalente del bipolo & nulla eoiplolo stesso ha come caratteristica |
0, cioe e equivalente ad un circuito aperto.

Dominio del tempo Dominio simbolico

_W_ Y =j(wC —1/wl)

i | L ! —

+ C - + -
I y

v(t) | | A S

In condizioni di antirisonanza e fissato il modualella tensione di alimentazione, anche se la cor-
rente_|& nulla le correntile k risultano diverse da zera: # — Ic = —jVN(C/L). Si instaura cioé un
regime periodico di scambio energetico tra il corsd¢ore e I'induttore.

4. POTENZE IN REGIME AC
L'utilizzatore U in figura € soggetto V(1) = Vi cosut) +’f->—|

alla tensione sinusoidale: i(t)
e percorso dalla corrente sinusoidale:  i(t) = Iy coséxt — ¢) v(t) U
La potenza istantanea assorkgitdunque: p(t) = v(t) i(t) - I
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La corrente i(t) pud essere scomposta nelle dugooenti j e i, , dette rispettivamente corrente
attiva e reattiva. La corrente attiva € quindi la componente dellaestde in fase con la tensione,
mentre la corrente reattiva € la componente in @iad. Si pud dunque scrivere:

Ia(t) = Iy cos(at) cosp ir(t) = Iy senfut) serp i =ig+ i

La potenza istantanea diventa quindi:

p(t) = v(t) k(t) + v(t) i(t) = pa(t) + p(t)
Le grandezze ¢ p, dette rispettivamentgeotenza istantanea attivae potenza istantanea reatti-
va, sono calcolabili come sedflee sono mostrate in figura:

Pa(t) = v{t)i(t) = Vil cosh cos’(ut) = %cos«p [1+ cod2a)] (33)

p, (t) = v(t)i,(t) = V)1, serb ser{ut)codut) = %senb ser(2ux) (34)

La potenza istantanea attiva non cambia mai segrappresenta quindi un flusso unidirezionale di
energia (per unita di tempo). Il suo integrale sypariodo T € quindi, di norma, diverso da zero.
Si definiscepotenza attiva (o potenza media) P il valore medio 1J-Tp( ) dt

in un periodo dalla potenza istantanea: P=31, (35)

E immediato verificare che il valore medio dellagrza istantanea coincide col valore medio della
potenza attiva istantanea: infatti, la potenzatikgaistantanea € una grandezza sinusoidale e, di
conseguenza ha valore medio nullo. Si ha quindi:

P——J- t)dt=—L MMCOSj)I co§(wt)dt %coqa

E, introducendo i valori efficaci di corrente eg@me: P =VIco® (36)

La potenza attiva € quindi valutabile come il privolalel valore efficace della tensione, il valofe e
ficace della corrente e dgttore di potenzacosp. Dato che € la media della potenza istantanea, ne
assume anche l'unita di misura, il watt [W].

N=VI (37)

La potenza compless& e definita dalla seguente relazione:
dove F & il complesso coniugato di $i ha quindi:N = Ve!®v le7* = Vv|e'®
e, ricordando l'identita di Eulero: N =VIcos +j VI serp (38)

Risulta cosi provato, per la (36), che la partéerdalla potenza complessa € pari alla potenza atti
va:[[N] =P = VI co%.

© Sj ricordi che sen (@ = 2 sen X) cos &) ; cos () =2 cos (X) - 1
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La parte immaginaria della potenza complessa a petenza reattiva Q =0[N] =Vl senp (39)

La potenza complessa € quindi esprimibile come: _=RN+jQ (40)

Dalla (39) si puo notare che un bipolo assorberaateeattiva solo quando la corrente é sfasata ri-
spetto alla tensioneh (% 0), ed € quindi presente una componente reatéila dorrente stessa. Cio
avviene quando il componente € in grado di immagarz energia senza dissiparla, come in un in-
duttore od in un condensatore. La potenza readtigaindi un indicatore di uno scambio di energia
(per unita di tempo) tra componenti con memoriag&peratori. La sua unita di misura € il Volt-
Ampere-Reattivo [VAR].

Il modulo N della potenza complessa e deibtenza apparente N =+P? + Q7 (41)
(misurata in Volt-Ampere [VA]):

Sostituendo le definizioni di P e Q si ottiene andth= VI. Que-
sto permette di ottenere la definizione del fattdrgotenza in cosdp =E=L
termini di potenze (invece che come coseno deleashento tra N JP*+Q?
tensione e corrente):

Si consideri ora un generico ramo di circuito darazato da un’impedenza Zenendo conto
della legge di Ohm simbolica, la (37) pu0 esseyeritta come segue:

N=ZII*=ZPP=RF+jXI? (42)
P=RF (43)
Q=XFP (44)

In base alla definizione di valore efficace si vigaubito che la potenza attiva € pari alla media
su un periodo della potenza dissipata sulla resat®, che assorbe energia senza restituirla. La po
tenza reattiva dipende invece dalla reattanza, @a@&omponenti in grado di immagazzinare ener-
gia (elettrostatica nei condensatori, magneticdi megduttori) e di restituirla. Si noti che, mentia
P & sempre positiva (se R > 0), il segno di Q dipatalla reattanza prevalente nel ramo. Q & quindi
positiva per reattanze induttive (Quatl? per una reattanza induttiva), e negativa peraea ca-
pacitive (Q =I%/wC per una reattanza capacitiva).

Confrontando la (42) con la (39) e la (40) si oitie

ADDITIVITA DELLE POTENZE

Dalle equazioni (3) ed (4) segue, come corollagbTeeorema di Tellegen, I'additivita delle po-
tenza in regime sinusoidale. Infatti, per un datouito, preso un qualsiasi vettore di fasori di-te
sioni di ramoV, che soddisfi le LKT per quel circuito, ed un vettali fasori di correnti di ramb
che soddisfi le LKC per quel circuito, vale la seqgie relazione:

Vii'=0 (45)

Infatti, si ha

VIIl=@A"E)l =E"AL'=E" (A)’ =E'0=0
Se si applica la (45) considerando i vettori diofaslelle tensioni e delle correnti effettivamente
presenti nel circuito, si ottiene la relazione (86§, sulla base della definizione (37), mostraecom
la somma delle potenze complesse assorbite da taiti del circuito risulti sempre nulla.

VI = Vil =Xk Ne=0 (46)
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Eguagliando a zero le parti reali e le parti immage della (46)
e utilizzando la (40) si ottengono le seguentizielai: 2xPB=0 47)

Le (47) e (48) esprimono il fatto che la sia la smardelle poten-
ze attive, sia la somma delle potenze reattivegyrage da tutti i
rami del circuito sono sempre nitle

2k Q=0 (48)

5. TEOREMA DEL MASSIMO TRASFERIMENTO DI POTENZA

In figura e rappresento un circuito in regime ACcui un ge- | !
neratore reale dato alimenta il caricp. Bi vuole determinare
I'impedenza di carico Zche rende massima la potenza attiva ri- |+ Zc |

cevuta dal carico. Questo problema si present@nogietto di o- E =
gni amplificatore: si deve scegliere I'impedenzardjresso che _ .
rende massima la potenza ricevuta. T

La potenza attiva assorbita dal carico si calcmlmediatamente, Zc=Rs+]Xs
avendo posto: ZL=R +jX,

E? E?
=R
Z,+zof T (RUFRGH(X +Xc)

Risulta infatti:R =R |II =R,

Poiché E, R e Xs sono assegnati, si tratta di determinare quatirvdi R_ e X_ rendono massima
P.. Una prima osservazione € che, relativamente adl ¥enominatore & certamente minimo quan-
do X_ = - Xg. Per quanto riguarda_Ré sufficiente annullare la derivata difspetto ad R

dR _ _, 1 2R, |_(R.-Rg)E? _

=E - = 0 R, =R
dR. |R.*Ref (R.+RoF| (R*RGF ~  + '©

Si e ricavato quindi il seguenteeorema del massimo trasferimento di potenzeSa assegnato
un bipolo funzionante in regime sinusoidale, specificato dal suo equivalente di Thevenin, che ali-
menti una impedenza di carico Z,. Tale impedenza assorbe la massima potenza attiva se e solo se
Z. = Zs*. In tal caso si dice che il carico e adattatbigblo e la potenza attiva (massima) fornita al
carico & Pmax = E?/4Rs. Si noti che anche se il carico & adattato allbjpsolo il 50% dell’energia
del generatore fluisce nel carico e quindi il renelnto € pari a 0.5; infatti, introducendo il rendi-
mento si ha:

P, _ R.I? _ R, _ 1
r] =
R, +R; 1+(R./R,)

P, +P, R, IZ+Rgl?

dove R e la potenza utile egfPa potenza dissipata. Si noti che il rendimento pssere reso arbitra-
riamente vicino ad uno aumentanda R tal caso pero la potenza assorbita dal caeede a zero.

6. RIFASAMENTO

In figura é rappresento un circuito in AC in cui generatore
di tensione G alimenta, tramite una lirfeaun utilizzatore U. La Z, Ie |
linea € schematizzata mediante una impedenza &, + j X;. - U
Alla resistenza di linea & associata una potengaigdita per |
conduzione: P= R, I,%. Dato ched=1si ha anche P= R, I°.
Esistono utilizzatori che, essendo caratterizzatud fattore di potenza (apsbasso necessitano di
elevati valori di corrente per assorbire la potemaaninale per cui sono stati progettati. Infatéllal

4

< +9

— Vv

?1

&) Questo non & vero per le potenze apparenti, infaftN, =>" [N, | # |Zkﬂk| =0
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(36) si ha | = P/Vcap. Quindi tanto minore € il fattore di potenza, tantaggiore €, a parita di ten-
sione e potenza attiva assorbita, la corrente.copa del rifasamento € quello di diminuire la po-
tenza dissipata nella linea (che aumenta quadnaticte al crescere della corrente) riducendo l'as-
sorbimento di potenza reattiva del caficcConcretamente il rifasamento dell’utilizzatoretiene
ponendo in parallelo ad esso una reattanza copossia scambiare potenza reattiva (evitando quin-
di che lo scambio di potenza reattiva avvenga drece e generatore). Il tipo di reattanza dipende
dallo sfasamento dell'utilizzatore: occorre un camshtore sé > 0, un induttore sé¢ < O.

Si faccia riferimento al caso piu frequente in ¢u> 0 (carico
ohmico-induttivd™). Tenendo conto che £ | + Ic e k = jwC V si
vede come sia possibile ridurre in maniera coneid#e la corrente
di linea aumentando il valore della capacita Cptesenza del con-
densatore in parallelo ad U rende in teoria possidnnullare lo
sfasament@' del parallelo condensatore - utilizzatore (rifasato
completo). In realta il rifasamento completo € maeate necessario;
e sufficiente che cos$() = 0.9. Per determinare il corrispondente va-
lore di C, si consideri che dalla (36) e dalla (89h)a:

Q=Pta (49)
Q+ Q=P tan’ (50)
dove P, Q, Q sono rispettivamente la potenza attiva assorlatautilizzatore, la potenza reattiva
assorbita dall'utilizzatore e la potenza reattigaaabita dalla capacita. La (50) é stata ottera#a t
nendo conto che la potenza attiva assorbita dalermsatore € nulla.
Sottraendo membro a membro la (49) dalla (50)t=rod: Qc = P (tarp' — tanp)

Tenendo conto ched® Xc Ic? = - Ic4wC = - (WCV)%wC =- wCV?, si ricava quindi:

C=
wV?

(tanq) - tarxj)) (51)

© 1 rifasamento del carico & imposto dal gestoréadete elettrica se il fattore di potenza (meafiensile) & inferiore a
0.7. Vi sono inoltre tipicamente clausole contralitehe obbligano I'utente al pagamento di una fesa il fattore di

potenza (medio mensile) € inferiore a 0.9. Nesstarvento € richiesto invece se il fattore di patemedio mensile) &
superiore a 0.9.

) Quindi un carico ohmico-induttivo assorbe, oltracauna potenza attiva positiva, una potenza vegtsitiva (Q >

0), ossia resistenza e reattanza dellimpedenzaagqnte sono positive. Viceversa, un carico ohrtiapacitivo assor-
be una potenza reattiva negativa (Q < 0), ossiedtianza dell'impedenza equivalente & negativa.
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