Esercizi sui grafi orientati

Nei seguenti esercizi si utilizza I'ordinamentourate (A,B,C, ...)(1,2,3, ...) ed i versi di riferimen-
to associati (con la scelta dell'utilizzatore) pensioni e correnti di ramo. Si considerano le cor-
renti positive se uscenti da nodi (o superfici clejue negative se entranti. Inoltre, si scelgliemeo
verso di percorrenza di ogni maglia fondamentalellpusul ramo di coalbero che la definisce.

Esercizio 1. Determinare la matrice di incidenza ridotta [Afgrimento D), la matrice delle maglie
fondamentali [B] (albero {2, 4, 6}) del grafo origto e verificare che [B][A] = [0] e che [A][B]
=[0].

Soluzione:

-1 0 0 1 0 -1
[A]l=|1 1 -1 0 0 O
6 0 -1 0 -11 0

Soluzione: Il grafo presenta N=4 nodi e R=6 rami. La matricendidenza ridotta si ottiene appli-
cando le LKC a tutti i nodi escluso il riferimenQuindi, per i nodi A, B e C, considerando le cor-
renti positive se uscenti dai nodi e negative geaah, si ottiene un sistema diHil =3 equazioni in

R = 6 correnti di ramo. La matrice di incidenzeottd [A], con dimensioni (N1)xR = 3x6, si ot-
tiene quindi determinando la matrice dei coeffitieelle equazioni del sistema.

LKC(A) (=i, +i, =iy =0 -1 0 0 1 0 -
LKC(B){i, +i,-i,=0 = [A]=1 1 -1 0 0 O
LKC(C) | =i, —i, +i; =0 0 -1 0 -1 1 0

L’albero {2, 4, 6}, costituito da N1 = 3 rami, e indicato in fi-
gura con le linee continue. Il Coalbero {1, 3, Bstituito da
R-N+1 = 3 rami, € indicato in figura con le lineetteggiate.
La matrice delle maglie fondamentali [B] si ottiesqgplicando
le LKT a tutte le maglie fondamentali. Le magliemdamenta-
li, individuate aggiungendo un ramo di coalberaa alblta
all'albero, sono RN+1 = 3, e in particolare:
(1,4, 2),(3,2,4,6), (5,6, 4)

('ordine € definito dal verso della corrente saio di coalbe-
ro). Utilizzando i versi di riferimento associd#, matrice delle
€--- maglie fondamentali [B], con dimensioni {R+1)xR = 3x6,

| si ottiene quindi determinando la matrice dei dogfhti delle
equazioni del seguente sistema.




LKT @42) |v,+v,—-Vv,=0 1 -1 0 1 0 O
LKT (3246)v,+Vv,-v,-v,=0 = [B]=|0 1 1 -1 0 -
LKT 564) |vg+v,+v, =0 0O 0 0 1 1 1
La prima verifica richiesta & la conseguenza dibfehe [BY = 0 ev = [A]" e. Data l'arbitrarieta

delle tensioni di node, il prodotto [B][A]" deve essere la matrice nulla di dimensioriNR1) x
(N-1) = 3x3. Infatti:

-1 1 0

0 1 -1
1 -1 0 1 0 0 00

. 0 -1 0
[B][A]=011—1o—10 170 o
0 0 0 1 1 1 00

0 0 1

-1 0 0

La seconda verifica richiesta & la conseguenzé#attel che [A] = 0 ei = [B]" i.. Data 'arbitrarieta
delle correnti sui rami di coalbeig il prodotto [A][B]" deve essere la matrice nulla di dimensioni

(N-1)x(R-N+1) = 3¢3. Infatti:

1 0
-1 1 0
-1 0 0 1 0 - 00
. 0 1 0
[AlB]'=[1 1 -1 0 0 o© =llo 0
1 -1 1
0 -1 0 -11 0 00
0 0 1
0 -1 1

Esercizio 2. Determinare la matrice di incidenza ridotta [Afgrimento E), la matrice delle maglie
fondarpentali [B] (albero {1, 4, 6, 8}) del grafoientato e verificare che [B][A]= [0] e che
[AlIB] " = [Q].

—— 5 Soluzione:N =5 R=8,R+1=4
1 -11 1 0 0 0 0 O

4 6y [A]= 10 0 1 0 1 0 O

\ 4 0 10 -11 0 1 O

2 C 0O 0 0 0 0 -1-11

A —>»—+—p—D
! 1 1 0-10 0 0 0
S 8

10 1 0 0 -1 0 -
3 E Y [B]= ji

> | o 0 01 1 -1 0 -

0O 0 01 0 -1 1 O

Soluzione: Il grafo presenta N =5 nodi e R = 8 rami. La testp della matrice di incidenza ridotta
si ottiene applicando le LKT a tutti i rami (postaero la tensione del nodo di riferimento). Si ot-
tiene un sistema di R = 8 equazioni per R = 8 tansli ramo ed N1 = 4 tensioni di nodo.



La trasposta della rq]atrice di |kT@ (v,=e,-€, 11 0 O
incidenza ridotta [A], con Y B
dimensioni R(N-1) = 8x4, LKT(2) V2=€ € 1 0-10

si ottiene quindi determinan- LKT @) |Vs=€, 10 0 O

do la matrice dei coefficienti LKT (4) |v, =65 —€; + |01 -1 0

dei termini a destra deIIeT & IKTE) |ve=e. = [A] = 00 1 0
quazioni del sistema = [A] _

e. La matrice di incidenza ri- LKT(6) |vs=€—¢& 0 1 0 -
dotta [A] si ottiene infine per  LKT (7) |v,=e.—¢, 0O 0 1 -
trasposizione di [A]. LKT©®) |v, =e, 0 0 0 1

—— L’albero {1, 4, 6, 8}, costituito da NL = 4 rami, € indicato
1 B in figura con le linee continue. Il Coalbero {2,3,7}, co-

stituito da RN+1 = 4 rami, € indicato in figura con le linee
tratteggiate. La trasposta della matrice delle reaginda-
mentali [B] si ottiene applicando le LKC a tutti i tagli fon-
damentali (e usando le definizioni di correnti saimi di
coalbero). | tagli fondamentali, definiti come stfjfm
chiuse che intersecano un solo ramo di coalberm Bb-1
=4, e sono illustrati a sinistra.

Le correnti sui rami di coalbero, indicate comgg iis, Ics €

iz coincidono con le correnti sui rispettivi rami.

La trasposta della matrice delle maglie fondamef@jl,
con dimensioni R(R-N+1) = 84, si ottiene quindi determinando la matrice desffioienti dei
termini a destra delle equazioni del sisteéma[B]" ic (L’ordinamento delle equazioni & definito
dalle Tcorrenti di ramo). La matrice delle magliedamentali [B] si ottiene infine per trasposizione
di [B] .

LKC(T) (i, =i, +ig 1 1 0 0
Def.(i,) |i, =i, 1 0 0 O
Def.(iy) |is=ig 0 1 0 O
LKC(T,) Jiy =i+ *ic  _ B - -1 0 1 1
Def(is) |ig=ig 0 0 1 O
LKC(T,) |ig =i —ig —ig 0 -1 -1 -1
Def.(i,) |i, =iy, 0 0 0 1
LKC(T,) |ig=-igs—ig 0 -1 -1 0

La prima verifica richiesta si ottiene direttamefgda seconda & una conseguenza: [A]B][B]
[A] T = [0]" = [0]. ), come segue:

-11 0 O

1 0 -1 0
11 0 -1 0 0O O Of1T 0 O O |0 OO
[B][A]T:l0100—10—01—10:000
6o o o 1 1 -1 0 -3y0 0 1 O |0 OO
0 o o1 0 -1 1 Offj0 1 0 -11 |0 OO

0 0 1 -1

0 0 0 1




Esercizio 3. Determinare la matrice di incidenza ridotta [Afdrimento E) e la matrice delle ma-
glie fondamentali [B] (albero {1, 3, 4, 6}) e vadére la corretta definizione delle relazioni tea-t
sioni di ramo e di nodo e tra correnti di ramo endiglia.

<4— Soluzione: N =5, R=8;f+1 =4
A 3 B
A6 11 -1 0 0 0 0 O
\ & M=[0 © 1 0 0110
c o 5 0 -1 0 -11 0 0 0
— 0 00 1 0 1 0 -1
A% 7
5 E Y 0O 1. 1 -1 0 1 0 O
—> [B]_—l 0 -1 1 1 -1 0 O
1 -1 0 -1 0 0 0 1 O
—» 1 0 1 0 0 1 0 1

Soluzione: Il grafo presenta N=5 nodi e R=8 rami. La matricéendidenza ridotta si ottiene appli-
cando le LKC a tutti i nodi escluso il riferimenQuindi, per i nodi A, B, C e D, considerando le
correnti positive se uscenti dai nodi e negativerdgeanti, si ottiene un sistema di-N=4 equazioni
in R = 8 correnti di ramo. La matrice di incidemimotta [A], con dimensioni (N1)xXR = 4x8, si ot-
tiene quindi determinando la matrice dei coeffitieelle equazioni del sistema.

LKC(A) (i, +i,—-i,=0 1 1 -1 0 0 0 0 O

LKC(B) |ig+i,—ig=0 0O 01 0 0 -1 1 O
( ) _3 .7 -6 - [A]=

LKC(C) |is—i,—i,=0 0 -1 0-11 0 0 O

LKC(D) |ig+i, —ig =0 0 0 01 0 1 0 -

L’albero {1, 3, 4, 6}, costituito da NL = 4 rami, e indicato in figura con le linee cont. Il Coal-
bero {2, 5, 7, 8}, costituito da|N+1 = 4 rami, € indicato in figura con le lineetteggiate. La ma-
trice delle maglie fondamentali [B] si ottiene apahdo le
LKT a tutte le maglie fondamentali. Le maglie fontanta-
li, individuate aggiungendo un ramo di coalber@ alblta
all'albero, sono RN+1 = 3, e in particolare:

(2,4,6,3),(5/1,3,6,4), (7,1, 3), (8,613,

('ordine e definito dal verso della corrente saimo di co-
albero)

Utilizzando i versi di riferimento associati, la tmee delle
maglie fondamentali [B], con dimensioni {R+1)xR =
4x8, si ottiene quindi determinando la matrice desffio
cienti delle equazioni del seguente sistema.

LKT (2463) | Vv,-V,+Vs+Vv,=0 o 1.1 -1 0 1 O O
LKT (51364) |Vs—V,-V;-Vs+Vv, =0 - [B]= -1 0 -1 1 1 -1 0 O
LKT (713 V,-Vv,—v;=0 -1 0 -1 0 0 0 1 O
LKC (8631 | Vvg+vg+vy+v, =0 1 0 1. 0 0 1 0 1



Per le verifiche richieste & sufficiente calcolare [A]" e edi = [B]” i, rappresentando sul grafo le

variabili necessarie, come segue:

A 3 Poiché E ¢ il nodo di riferimentoge 0) si ha:
LKT (@) (v, =€,
LKT (2) |V, =€, €,
LKT(3) |V3=€z—€,
LKT (4) |v,=¢€,—€;
LKT(5) |v, =€
LKT (6) |vs=6€,—6€;
LKT (7) |v, =e,
LKT @) |v,=-e,
LKCry | ==l —iggtig,
def. i, =iy
LKC 3 |15 =iy~ —ica Hicy
LKC, Iy =g *ig,
def. ig =l
LKC g | g =ig—ig *ig
def. [
def. g =1,

Esercizio 4. Determinare la matrice di incidenza ridotta [Afdrimento D) e la matrice delle ma-
glie fondamentali [B] (albero {5, 6, 7}, indicat@g il tratto piu spesso).

> . Soluzione:N =4, R=7;RN+1 =4
1 A
2* -1 1 0 0 1 0 O
5 [A]=]1 0 -1 -1 0 1 0O
6 | c 0 -1 1 1 0 0 1
= > <4+

7 1.0 0 0 1 -1 0
0 1 0 0 -1 0 1

3 [B]=
< 4+ 0 01 0 0 1 -1
0 0 01 0 1 -1

Soluzione: Il grafo presenta N=4 nodi e R=7 rami. La matricéendidenza ridotta si ottiene appli-
cando le LKC a tutti i nodi escluso il riferimentoa matrice di incidenza ridotta [A], con dimen-
sioni (N-1)xR = 3x7, si ottiene quindi come matrice dei coefficiatglle equazioni.



LKC(A) (=i, +i, +ig =0 -11 0 0 1 0 O
LKC(B) i, +ig =iy =i, =0 = J[aA]l=]1 0 -1 -1 0 1 o0
LKC(C) | =i, +i, +i, +i, =0 0 -1 1 1 0 0 1

Dall'albero dato {5, 6, 7}, costituito da = 3 rami, si deduce il coalbero {1, 2, 3, 4}, tiwsto
da R-N+1 = 4 rami. La matrice delle maglie fondameni[Blj si ottiene applicando le LKT alle
R-N+1 = 4 maglie fondamentali, individuate aggiungend ramo di coalbero alla volta all’albero:
(1,5,6),(2,7,5), (3, 6,7), (4, 6, 7). Utilmxdo i versi di riferimento associati, la matrieglel ma-
glie fondamentali [B], con dimensioni {RI+1)xR = 4x8, si ottiene quindi come matrice dei coeffi-
cienti delle equazioni.

LKT (156) [V, +V -V, =0 1 0 0 0 1 -1 0
LKT (278) |V, +v; =v5 =0_ 8]~ O 1 0 0 -1 0 1
LKT (36,7) |V +Vg -V, =0 o 01 0 0 1 -
LKC (467) |V, +V4—V, =0 o 0 0 1 0 1 -

Esercizio 5. Determinare la matrice di incidenza ridotta [Afgrimento F), e la matrice delle ma-
glie fondamentali [B] (albero {1, 2, 3, 6, 9}). Mécare che & possibile dedurre da [B}agli fon-
damentali associati ai rami di albero.

p— —p Soluzione: N=6,R=9;fR\+1 =4
1 |D 4
c 1 1.1 0 0 0 0 0 O
i\ > C 0 0 0 0 0 -1 -1 -1
A V E [Al=[o 0 0 -1 -1-10 0 o
10 0 1 0 0 1 0 0O
3 6 4
0 -1 0 0 1 0 0 1 0
> A )
- F
o 1 0 -1 1 0 -1 0 0 O
5] 0 1 -1 0 1 -1 0 0 0
! 9 1 0 -100 0 1 0 -1
B O 1 -1 0 0 0 0 1 -1
Soluzione

Il grafo (che € NON PLANARE) presenta N=6 nodi e9Rami. La matrice di incidenza ridotta si
ottiene applicando le LKC a tutti i nodi esclusaiférimento. Quindi, per i nodi A, B, C, D ed E,
considerando le correnti positive se uscenti ddi Bonegative se entranti, si ottiene un sistema di
N-1 =5 equazioni in R = 9 correnti di ramo. La matrdi incidenza ridotta [A], con dimensioni
(N-1)xR = 5x9, si ottiene quindi determinando la matrice deiffioienti delle equazioni del siste-
ma.



LKC(A) [ i, +i,+i,=0 11 1 0 0 0 O 0 o
LKC(B) |—i, —ig—iy = O 0 0o 0 0 0 -1 -1-1
LKC(C){-i,-i;-i;=0 = [A]=]0 0 0 -1 -1 -1 0 0 O
LKC(D) |-i, +i, +i, =0 -1 0 0 1 0 0 1 0 O
LKC(E) | =i, +ig+ig=0 0O -1 0 0 1 0 0 1 O
(—-P—-If-D --------- p------ 1 Lalbero {1, 2, 3, 6, 9}, costituito daN =5 rami, e in-
1 ! 4 ! dicato in figura con le linee continue. Il Coalbé4o 5, 7,
L 5 c E 8}, costituito da RN+1 = 4 rami, € indicato in figura con

=4, e in particolare:

LKT (4631 [v,—Vs—Vy+Vv, =0

1 0 -1

LKT (5632) Vs —Vg—Vy+V, =0 5] 0 1 -1
= =

LKT (7931 |V, —Vg—Vy+Vv, =0 1 0 -1

0 1 -1

LKT 8932) |Vg—Vg—V;+V,=0

(i = [B]"io):

LKC,

LKC,

def.

def.
LKC (¢

def.

def.
LKC 4

1

0
0
0

LKC o, |i

le linee tratteggiate. La matrice delle maglie famentali
[B] si ottiene applicando le LKT a tutte le maglanda-
mentali. Le maglie fondamentali, individuate aggjen-
do un ramo di coalbero alla volta all’albero, sdteN+1

(4,6,3,1),(5,6,3,2), (7,9, 3, 1), (8, 923,

('ordine e definito dal verso della corrente saimo di
coalbero) Utilizzando i versi di riferimento assici la
matrice delle maglie fondamentali [B], con dimemsio
(R-N+1)xR = 4x9, si ottiene quindi determinando la ma-
trice dei coefficienti delle equazioni del seguesistema.

0O -1 0 0 O
1 -1 0 0 O
O 0 1 0 -
0O 0 0 1 -

La verifica richiesta € conseguenza della
relazione tra correnti di ramo e di coalbero
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