TEORIA DEI CIRCUITI
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1. INTRODUZIONE E =0
a_D =0
ot

S consideri un sistema elettrico

costituito da un certo numero di L >
“componenti” (vedi figura 1). Cia 2

scun componente (A, B, C, D) e

racchiuso al’interno di un conteni- P,

tore da cui escono del terminali col-

legati elettricamente tra di loro me- L,
diante dei fili metalici (1, 2, 3, 4, 5).

Figura 1

Tutto il sistema e immerso nell’aria che € un mezzo isolante. La regione costituita da tutto lo
spazio meno quello occupato dai componenti (Spazio esterno ai componenti) € una regione a con-
nessione lineare semplice: presa una qualsiasi linea chiusa che giace in tale regione, esiste almeno
una superficie che si appoggia a tale linea che giace anch’ essa tutta all’ interno della regione consi-
derata.Si supponga che nello spazio esterno ai componenti sia possibile considerare nullala derivata
temporale della induzione magnetica e dello spostamento elettrico. Si consideri quindi la circuita-
zione del campo elettrico relativa ad una qualsiasi linea chiusa L che giace nello spazio esterno ai
componenti. Risulta:
dog _
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Dalla (1) segue che la circuitazione del campo elettrico lungo una linea che congiunge due punti
qualsiasi P; e P,, rimanendo sempre nello spazio esterno ai componenti, non dipende dalla partico-
lare linea scelta ma unicamente dai punti P, e P, (si dice che il campo elettrico ¢ conservativo) e
viene chiamata differenza di potenziale trail punto P, ed il punto P,:

P P,
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Si consideri una superficie chiusa S qualsiasi che giace nello spazio esterno a componenti, risulta :
O oD
IE}+—Eﬁ1dS=O => J'JE1dS=O 3
S at S

La densita volumetrica di corrente elettrica, nello spazio esterno ai componenti € nulla ovungue
tranne che all’interno delle connessioni metalliche. In particolare si consideri una superficie S che
racchiude a suo interno solo un tratto di connessione metallica; dalla (3) segue che la corrente che
circolain quella connessione, non dipende dal punto considerato della connessione, ma € una carat-
teristica della connessione.

Nessun sistema elettrico reale verifica esattamente le ipotesi assunte per quello sopra descritto;
tali ipotesi sono perd soddisfatte con buona approssimazione per molti sistemi elettrici reali, per
descrivere i quali si fa uso di un modello ideale che prende il nhome di circuito elettrico a costanti
concentrate. In particolare, per tali sistemi, la circuitazione del campo elettrico lungo una linea che
congiunge due punti non e indipendente dalla linea scelta, mala dipendenza e cosi piccola che risul-
ta trascurabile a tutti gli effetti pratici. In tal caso, invece di parlare di differenza di potenziae, per
indicare |’ approssimazione fatta, si preferisce parlare di tensione trai due punti.
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2. DEFINIZIONI E LEGGI DI KIRCHHOFF

Un CIRCUITO ELETTRICO A COSTANTI CONCENTRATE, o rete elettrica, € un insie-
me di componenti elettrici ideali soggetto ai vincoli (che saranno enunciati nel seguito) noti come
Leggi di Kirchhoff. Nel seguito, per semplicita, con la parola circuito eettrico si intendera circuito
elettrico a costanti concentrate.

La carica elettrica, indicata con g, € la proprieta intrinseca della materia responsabile dei fenome-
ni elettrici e magnetici. L’ unita di misura della quantita di carica € il coulomb (C). In un circuito
elettrico le cariche e ettriche possono muoversi attraverso i componenti e le connessioni metalliche.
La corrente, indicata con i, che passa attraverso una data superficie (ad esempio la sezione di una
connessione metallica) é definita dalla carica elettrica che attraversa quella superficie nell 'unita di
tempo. L’ unitadi misura dellacorrente &1’ ampere (A); un ampere € pari ad un coulomb a secondo.

Possiamo dunque esprimere la corrente come: 1 = %

Il moto della carica elettrica attraverso i componenti e le connessioni metalliche richiede energia.
Latensione, indicata con vga, tradue terminali A e B in un circuito il lavoro richiesto per muove-
re una carica positiva unitariada A (terminale —) aB (terminale +). L’ unita di misura dellatensione
eil volt (V).

_ 0w, g
dqg
Un componente elettrico ideale (vedi figura 2) e caratterizzato da un numero di terminali, 0 morsetti

(solitamente un componente a due terminali e detto bipolo, uno atre terminali e detto tripolo, etc.,
uno aN terminali e detto N-polo).

Possiamo dunque esprimere latensione come: Vg,

I 1

Fig. 2 Componente a tre terminali

A ciascun terminale € associata una corrente che € univocamente definita, in valore e segno, una
volta che sia stato arbitrariamente scelto il suo verso positivo (indicato dalla freccia): una corrente i,
= 2 significa che una corrente di intensita pari a 2 Ampere entra nel componente A attraverso il ter-
minale 1, viceversa, una corrente i; = — 2 significa che una corrente di intensita pari a 2 Ampeére
esce dal componente A attraverso il terminale 1.

Ad ogni coppiadi terminali & associata una tensione che e univocamente definita, in valore e se-
gno, unavolta che sia stato arbitrariamente scelto il terminale di riferimento (indicato col segno -):
unatensione v,, = 2 significacheil terminale 1 si trova ad un potenziale superiore di 2 Volt rispetto
aquello del terminale 2, viceversa unatensione v,, = — 2 significache il terminale 1 si trova ad un
potenziae inferiore di 2 Volt rispetto a quello del terminale 2. Spesso I'indicazione del “-" e del
“+” viene sostituita da unafreccia cheindicail terminale positivo.

Un componente con due terminali viene chiamato bipolo. Nel seguito, per semplicita, si sup-
porra che i circuiti in esame siano costituiti di soli bipoli; se cido non fosse vero, si puo pensare
di ricondursi alla ipotesi, sostituendo i componenti con piu di due terminali con opportuni
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circuiti equivalenti costituiti da soli bipoli: cio ¢ sicuramente possibile mediante I'introduzione
di generatori pilotati (che verranno definiti nel seguito).

All’interno del circuito, i terminali appartenenti a diversi componenti sono collegati tramite con-
nessioni ideadli, caratterizzate dall'avere unatensione nullaai loro capi (vedi figura 3).

1 2

o —
+ Vv -

Fig. 3 Connessione ideale (v =0)

Un nodo di un circuito elettrico € un punto a cui sono collegati due o piu terminali, oppure € un ter-
minale isolato. Il circuito dellafigura 4 e costituito da cinque bipoli; collegati a4 nodi (A, B, C, D).
Una sequenza chiusa di nodi € una successione di nodi tale che il primo nodo coincide con I'ultimo.
(Ad esempio, sono sequenze chiuse AA, ABA, ABCA, ABCDA, etc.)

Vs
A ¥ - B
— 2 .
- - +
v, |1 3|V 5 Vg
+ Vv, + -
+ -
De— 4 —eC

Figura 4. Circuito con 5 elementi e 4 nodi.

LA LEGGE DI KIRCHHOFF DELLE TENSIONI (LKT) afferma che per una qualsias sequen-
za chiusadi nodi lasomma algebrica delle tensioni (tra due nodi successivi) € nulla.

Con riferimento al circuito dellafigura 4, applicando la LKT alla sequenza chiusa di nodi ABCA si
ottiene la seguente equazione:

Vag +Vec +Vca =0 4

Letensioni di nodo (o potenziai di nodo) di un circuito sono le tensioni di tutti i nodi rispetto ad
un nodo assunto come riferimento, la cui scelta € arbitraria (ma a cui solitamente s attribuisce un
valore nullo). LaLKT permette di esprimere latensione trauna qualsiasi coppiadi nodi del circuito
come differenza delle relative tensioni di nodo: con riferimento allafigura 4, supponendo di sceglie-
reil nodo A come nodo di riferimento (e posto dunque e, = 0), ed indicando con e; ed e le tensioni
di nodo dei nodi B e C (e5 = Vea ; €; = Vca) laequazione (4) permette di scrivere:

VBc = 63 — €c ®)

La sequenza chiusa di nodi ABCDA individua un percorso chiuso attraverso i componenti del
circuito: i tratti di tale percorso adl'interno di ciascun componente vengono detti rami ed il percorso,
maglia. Applicando la LKT ala maglia ABCDA, tenendo conto dei versi positivi scelti per le ten-
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sioni ai capi dei componenti (tensioni di ramo) e del verso di circuitazione dellamaglia, si ottiene la
seguente relazione:
Vo—V3—Vs+V1=0 (6)

La LKT applicata ad una maglia del circuito afferma che la somma algebrica delle tensioni di
ramo (sui rami che compongono lamaglia) € nulla.

LaLEGGE DI KIRCHHOFF DELLE CORRENTI (LKC) afferma che per ogni superficie chiu-
sa che interseca unicamente le connessioni tra i componenti, e non i componenti stessi, la somma
algebrica delle correnti che attraversano la superficie € nulla.

Si consideri in primo luogo una superficie chiusa che racchiuda a suo interno solo un bipolo (vedi
figura5a).

Fig 5a. Legge di Kirchhoff delle correnti applicata ad un bipolo.

Lacorrente i, entra nella superficie indicata con lalinea tratteggiata S nella figura, mentre la cor-
rente i, esce da tale superficie (di solito si assumono positive le correnti uscenti e negative quelle
entranti); la LKC afferma quindi che deve esserei, —i; = 0, da cui segue che: i, = i1. Tenendo conto
di cio, con riferimento alla figura 5b si consideri la superficie chiusa la cui rappresentazione nel
piano del disegno e lalineatratteggiata S,.

Figura 5b.

Le correnti che attraversano tale superficie sono la corrente i, e la corrente i, che entrano nella su-
perficie e la corrente i che esce, per cui la LKC applicata a tale superficie permette di scrivere la
seguente equazione:

—lp—is+is=0 (7)

Si consideri la superficie chiusa la cui rappresentazione nel piano della figura 5b € la linea tratteg-
giata S, : tale superficie racchiude a suo interno solo il nodo B e la LKC ad essa associata afferma
che lasomma agebrica delle correnti dei rami che convergono nel nodo B e nulla:
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ip—i3—i5=0 (8
Applicando laLKC atutti i quattro nodi del circuito di figura 5.b, ottiene quindi il seguente sistema
di equazioni:

+ig i, =0
-1 -1, +is =0

+0 +0 +0 +0 +0 =0

Come e immediato verificare, la somma delle equazioni porta ad una identita (O = 0). Tae risultato
generale € dovuto la fatto che ogni corrente di ramo iy compare esattamente due volte, con segni
opposti, nelle LKC relative ai nodi che sono i terminali del ramo k. Una delle equazioni € dunque
una combinazione lineare delle altre N — 1 = 3, e i pud omettere. Le rimanenti N — 1 = 3 equazioni
sono chiaramente indipendenti in quanto, qualungue sia |’ equazione omessa (ad esempio la quarta,
nodo D), tutte le correnti di ramo presenti nell’ equazione eliminata compaiono una sola volta nelle
restanti equazioni (ad esempio iy, i4 €d is). Le equazioni LKC indipendenti sono quindi N — 1.

Le due leggi di Kirchhoff, delle tensioni e delle correnti, permettono di scrivere delle equazio-
ni lineari tra le tensioni e le correnti che non dipendono dalla natura dei componenti presenti
nel circuito, ma unicamente da come essi sono collegati tra di loro (topologia del circuito).

Siadato un circuito caratterizzato da R rami ed N nodi (ad esempio per il circuito di figura5.b, N
=4 ed R = 5). Per ciascun ramo s assumano versi positivi per latensione di ramo e la corrente di
ramo associati secondo la scelta dell’ utilizzatore, ossia quando la corrente entra nel terminale posi-
tivo (vedi fig. 6.a). | versi di riferimento associati secondo la scelta del generatore sono illustrati
nellafigura6.b, in cui la corrente esce dal terminale positivo.

> ————o —p— ——o
- ~_
\ \

Fig. 6.a Versi di riferimento associati (secondo la scelta dell utilizzatore) per la tensione e la cor-

rente di ramo. A destra, l'indicazione del “ =" e del “+ " é sostituita da una freccia che indica il
terminale positivo.
| |
o—Pp— —o —p — Y
- + w
\ \

Fig. 6.b Versi di riferimento associati (secondo la scelta del generatore) per la tensione e la cor-
rente di ramo. A destra, l'indicazione del “ =" e del “+ " é sostituita da una freccia che indica il
terminale positivo.

Preso arbitrariamente un nodo come nodo di riferimento del circuito, laLKT permette di scrivere R
relazioni del tipo (5) linearmente indipendenti che in forma matriciale assumono laforma:
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v=Me 9

dove v e il vettore delle tensioni di ramo, e € il vettore delle tensioni di nodo ed M e una matrice
avente Rrighe ed (N — 1) colonne, il cui generico elemento My, risultanullo se il ramo h non é col-
legato a nodo k, uguale a+ 1 sela corrente del ramo h esce dal nodo k, — 1 se la corrente del ramo
h entra nel nodo k. A titolo di esempio si consideri ancorail circuito di figura 5.b, utilizzando versi
di riferimento associati secondo la scelta dell utilzzatore per le tensioni e le correnti di ramo €
prendendo D come nodo di riferimento (ep = 0). Si ha quindi:

v, =e, O 31 0 0[ 31 0 0O

r— EJZE 21 41 O%A% 21 41 oF
Vy;=e.—¢eg O vyO0=00 -1 +1Je,0 O M=00 -1 +10
=& a2 0 o +1fkfF 0 0 +17
Vs = —€g BsP O -1 0f HO -1 OF

LaLKC applicataatutti i nodi tranne quello di riferimento permette di scrivere (N — 1) equazioni
del tipo (8) che in forma matriciale assumono laforma:

Ai=0 (10)

dovei eil vettore delle correnti di ramo ed A € una matrice, chiamata matrice di incidenza ridotta,
avente (N — 1) righe ed R colonne, il cui generico elemento A, risulta nullo se il ramo k non é col-
legato a nodo h, uguale a +1 se la corrente del ramo k esce dal nodo h, — 1 se la corrente del ramo k
entranel nodo h. A titolo di esempio si consideri ancorail circuito di figura5.b. Si ha quindi:

d, 0
o, -i,=0 #1 -1 0 0 O0rH,2 oy 31 -1 0 0 0Q
H,-i,-i,=0 O 0 +1 -1 0 -1f1,0F Ho A= +1 -1 0 -15
H,+i, =0 50 0 +1 +1 OFH,n Y HO 0 +1 +1 OH
Hs[

Risultaquindi dalle definizioni che M € latraspostadi A, cioe:
M=AT (11)

Dalle equazioni (9), (10) ed (11) segue il TEOREMA DI TELLEGEN che afferma che, per un
dato circuito, preso un qualsiasi vettore di tensioni di ramo v,, che soddisfi le LKT (9) per quel cir-
cuito, ed un vettore di correnti di ramo i,, che soddisfi le LKC (10) per quel circuito, alloravale la
seguente relazione:

VlTiz =0 (12)
Infatti, si ha

T. _ Te — Txaale — T e — Ta_—
Vi 12—(Me1) Ip—¢€1 Mlz—el A12—e1 0—0

Facendo riferimento a versi di tensione e corrente associati secondo la scelta dell’ utilizzaztore
(fig. 6), s definisce potenza elettrica assorbita da un bipolo in un generico istantet, il prodotto tra
latensione presente ai suoi terminali all'istantet e la corrente che lo attraversain quell'istante:

p(t) = v() i(t) (13)
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Infatti, dalle definizioni di i = dg/dt edi v = dw/dq, s hav i = (dw/dq)(dg/dt) = dw/dt = p. Nel caso
in cui i versi dellatensione e della corrente siano associati secondo la scelta del generatore, il pro-
dotto vi definisce |a potenza el ettrica erogata dal bipolo.

Pit in generae, facendo riferimento ad un generico componente con N terminali, la potenza el et-
trica assorbita da tale componente in un generico istante t € data dalla seguente espressione:

= Z_ Vi (1)1 (t) (13.9)
k=1

dove s e preso il terminale N come terminale di riferimento per le tensioni ed i versi positivi delle
correnti sono tutti entranti nell'elemento. Si dimostra che la potenza el ettrica assorbita non dipende
dalla scelta del terminale di riferimento, infatti, facendo uso delle leggi di Kirchhoff delle tensioni
prima e dellalegge di Kirchhoff delle correnti poi si ottiene (scelto il terminale j come nuovo termi-
nale di riferimento):

N N

p= ;ijik: ;(VkN_VjN)ikz ;Vka Vin ; ;Vkle"'V nj=P (13.b)
k=Tk#j k=TKk#j k= #]

Se s applica il teorema di Tellegen (12) considerando il vettore delle tensioni ed il vettore delle
correnti che effettivamente sono presenti nel circuito ad un generico istante t, Si ottiene la relazione
(14) che, sulla base della definizione (13), mostra come la potenza el ettrica assorbita da tutti i com-
ponenti del circuito risulti in ogni istante nulla.

v()i(t) = va(t) ia(t) + vat) iot) + ... = pu(t) + po(t) + ... =0 (14)

3. COMPONENTI

Nel seguito vengono descritte e discusse le equazioni costitutive e le proprieta fondamentali di
alcuni trai componenti di impiego piu diffuso in elettrotecnica. In generale i componenti sono carat-
terizzati da una relazione (caratteristica o equazione costitutiva) tra la corrente che li attraversae la
tensione tra i loro terminali®. Un componente in cui sia determinabile la tensione nota la cor-
rente si dice controllato in corrente (cioe, € possibile alimentarlo con un generatore di corrente
con corrente impressa qualsiasi [definito nel seguito] e ad ogni valore della corrente impressa corri-
sponde un solo valore dellatensione ai terminali); analogamente, un componente in cui sia deter-
minabile la corrente nota la tensione si dice controllato in tensione (Cioe, € possibile aimentarlo
con un generatore di tensione con tensione impressa qualsiasi [definito nel seguito] e ad ogni valore
della tensione impressa corrisponde un solo valore della corrente assorbita). Infine, si premette che
due componenti si dicono equivalenti quando presentano la stessa caratteristica tensione-
corrente (anche se hanno una struttura interna differente).

i Caratteristicadel componente: f{i, v) =0
o—Pp— —@

+ - Seil componente e controllato in corrente: vV = h(i)

Seil componente € controllato in tensione: i = g(V)

© || tempo pud comparire esplicitamente come nella relazione caratteristica. In tal caso il componente & detto rempo-
variante, atrimenti il componente & detto fempo-invariante. Tutti i componenti trattati nel seguito sono tempo-
invarianti.
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Resistore lineare

R
i
+ V.V V.V -
Y

Figura 7 Resistore lineare

Il simbolo del resistore lineare € indicato nellafigura 7. Con riferimento a versi associati di tensione
e corrente, lalegge costitutiva del resistore e la seguente:

v=Ri (15.9)
0, alternativamente
i=Gv (15.b)

dove R €& una costante chiamata resistenza (misurata in Q [Ohm]), G é una costante chiamata con-
duttanza (misuratain S [Siemens]) e risulta G = 1/R. L'espressione della potenza el ettrica assorbita
segue dalla (13) erisulta:
p=vi=(Ri)i=Ri*=i%G (16.3)
o, aternativamente
p=vi=v (V/R) =vIR =G V? (16.b)

Selaresistenza R e positiva, |a potenza el ettrica assorbita risulta essere sempre positiva, o a piu
nulla quando la corrente € nulla; i componenti che godono di tale proprieta vengono detti compo-
nenti passivi. Facendo ricorso alle conoscenze dellafisica, s puo dimostrare che un filo di rame di
lunghezza L e sezione S puo essere modellato per mezzo di un resistore di resistenza R pari a pL/S,
in cui la potenza el ettrica assorbita viene trasformata in energia termica mediante un fenomeno noto
come “ effetto Joule”.

Dalla (15.a) segue che se e nota la corrente che circola sul resistore € nota anche latensione ai suoi
capi; quindi il resistore € un componente controllato in corrente. Inoltre, se R € diversa da zero,
guando e nota la tensione e anche nota la corrente, pari aVv/R; quindi il resistore € anche un compo-
nente controllato in tensione. Pertanto, il resistore non nullo risulta un componente controllato siain
tensione che in corrente.

La connessione ideale, illustrata nella figura 3 ed anche chiamata corto circuito, puo essere con-
siderata un resistore lineare di resistenza nulla (o conduttanza infinita). Come tale risulta essere un
componente controllato in corrente, ma non in tensione; infatti ad un unico valore di tensione (zero)
corrispondono infiniti valori possibili della corrente. Viceversa, un circuito aperto, il cui smbolo e
rappresentato nella figura 8, pud essere considerato come un resistore di resistenza infinita (o con-
duttanza zero) e come tale € un componente controllato in tensione, manon in corrente: infatti all'u-
nico valore possibile della corrente (zero) corrisponde una infinita di valori possibili dellatensione
ai suoi capi.

—> — —e
[ + )
v

Figura 8 Circuito aperto (i = ()

Due resistori si dicono collegati in serie quando sono percorsi dalla stessa corrente (figura 9);
dalle equazioni costitutive del due resistori si vede che sono equivaenti ad un unico resistore
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avente unaresistenza equivalente pari alla sommadelle due resistenze. Larelazione ottenuta € gene-
ralizzabile ad un numero qualsiasi di resistori in serie (per definizione tutti percorsi dalla stessa cor-

rente): Req = Zk Ri.

V=V, HV, =R i+ Ryi = (Ry + Ry) | V= Rel
Figura 9 Resistori collegati in serie

Due resistori si dicono collegati in paralelo quando la tensione ai loro capi € la stessa (figura
10); dalle equazioni costitutive dei due resistori si vede che sono equivalenti ad un unico resi-
store avente unaresistenza equivalente il cui inverso é dato dalla sommadegli inversi delle due resi-
stenze (ovvero, ricordando la definizione di conduttanza, due resistori in parallelo sono equivalenti
ad un unico resistore avente una conduttanza equivalente pari ala somma delle due conduttanze:
Geg = G1 + Gy.). Larelazione ottenuta e generalizzabile ad un numero qualsiasi di resistori in paral-
lelo (per definizione tutti soggetti alla stessatensione): Geg = Zi G.

\Y
1 =i. +i —i+i— 1+i i:E
! 2 Rl RZ 1 RZ .

Figura 10  Resistori collegati in parallelo

Diodo ideale

Il ssimbolo del diodo ideale e indicato nella figura 11.
La legge costitutiva del diodo ideale e rappresentata, nel A K
piano tensione - corrente, dal semiasse negativo delle I\I
tensioni e dal semiasse positivo delle correnti (vedi figu- . l/l °
\'%

ra 12): se latensione anodo (A) - catodo (K) € negativa, +
s dice che il diodo € polarizzato in inversa, in guesto

caso il passaggio della corrente € interdetto (per qualun-

gue valore di tensione); viceversa, seil diodo e percorso

da corrente (diodo in conduzione) la tensione ai suoi

capi e nulla (per qualunque valore di corrente).

Figura 11  Diodo ideale
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i A

Diodo in conduzione

v=0,(i>0) ~,

Diodo in interdizione
1=0,(v<0) .

Caratteristica
vi=0
con

i>0
diodo in conduzione (v = 0)

Fig 12 Caratteristica del diodo ideale

> oppure

v<O0
diodo interdetto (i = 0)

Come s puo vedere dalla caratteristica del diodo, il diodo non & controllato né in corrente, perché
guando la corrente € nulla la tensione puo assumere unainfinita di valori (tutti quelle negativi), né
in tensione, perché quando la tensione e nulla la corrente pud assumere una infinita di valori, tutti
quelli positivi. A seconda quindi che il diodo ideale sia polarizzato in diretta od in inversa, puo es-
sere considerato rispettivamente un corto circuito od un circuito aperto; in ogni caso la potenza el et-

trica assorbita dal diodo e nulla

La caratteristica tensione - corrente di una giunzione
p-n (diodo reale) e rappresentata nella figura 13.
Quando il diodo reale e in conduzione, & presente ai
suoi capi una tensione positiva (Vq) ed il diodo reale
assorbe una modesta potenza elettrica dallarete a cui €
collegato. Quando il diodo e polarizzato in inversa,
fintanto che la tensione é inferiore, in valore assoluto,
ad un vaore limite (tensione di rottura o breakdown
V) circola una piccola corrente inversa (dal catodo
al'anodo) (lp). Pertanto, anche in interdizione il diodo
real e assorbe una modesta potenza. Al superamento, in
valore assoluto, della tensione di breakdown il diodo
si danneggia irreparabilmente, consentendo la circola-
zione di una ingente corrente inversa. Il diodo rede
puo essere considerato come un resistore non lineare,
la cui resistenza & unafunzione della corrente.

Induttore lineare

e indicato nella figura 14 caratterizza-

i A

Fig. 13 Caratteristica del diodo reale

L
i ) ()
Si definisce induttore lineare un com- {\ \
ponente a due terminali il cui simbolo + \ M )
Y%

to dalla seguente legge costitutiva:

v:Lﬂ
dt
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dove L & una costante chiamata induttanza dell'induttore (misuratain H [Henry]). L'espressione del-
|a potenza el ettrica assorbita segue dalla (13) erisulta:

. d. d .2
=vi=L—i1=—[-Li
P it dt% [H (18)

La (18) mostra come tutta la energia el ettrica assorbita dall'induttore vada ad incrementare il ter-
mine E, =% L i? che assume quindi il significato di energia magneticaimmagazzinata nell'indutto-

re; tale energia, una voltaimmagazzinata, puo essere interamente restituitaai componenti del circui-
to cui € collegato I'induttore durante un transitorio successivo. La potenza €l ettrica assorbita dall'in-
duttore pud quindi assumere valori sia positivi che negativi.

Un avvolgimento costituito da N spire finemente avvolte sopra un nucleo toroidale di materiale
ferromagnetico dolce, qualora l'intensita della corrente che 1o percorre non sia troppo elevata, in
modo da poter trascurare la saturazione del materiale ferromagnetico, pud essere modellato come un

resistore ed un induttore collegati in serie (vedi fig. 15). _
[

:{> v

Figura 15 Induttore reale

Il campo magnetico H prodotto dalla corrente i, a causa dell'elevato valore della permeabilita ma-
gnetica (1) del materiale di cui € cogtituito il nucleo toroidale dell'avvol gimento, tende a concentrar-
s in tale regione. Si puo dimostrare che, trascurando i flussi dispersi, il valore della induttanza del-
I'induttore é definito dallarelazione:

1o 1 02
2LI —IZHH av (19)

VIOI'O

La potenza elettrica assorbita dall'induttore reale, viene in parte trasformata in energia termica
per effetto Joule ed in parte immagazzinata nel campo magnetico presente all'interno del nucleo
toroidale. Per sottolineare il fatto che alla energia elettromagnetica E, € associato un campo magne-
tico, tale energia viene piu specificatamente chiamata energia magnetica immagazzinata nell'indut-
tore.

L'equazione costitutiva dell'induttore (17) permette in ogni istante, se € noto il valore della ten-
sione ai suoi capi, di calcolare la derivata temporale della corrente che |o attraversalasciandone pero
completamente indeterminato il valore. 1l valore della corrente individua univocamente |'energia
magnetica immagazzinata nell'induttore e dipende dal transitorio subito dalla corrente nel periodo
precedente dl'istante di tempo che si considera. Infatti, integrando nel tempo la (17), supponendo
che al'istante — «, quando e stato assemblato il circuito ed € iniziato il transitorio, la corrente sul-
I'induttore fosse nulla, si ottiene:
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i(t)y=— [v(t)dt

W= (1) (20)
La (20) mostra che il valore della corrente all'istante t dipende dal valore della tensione in tutti gli
istanti precedenti. Per indicare cio si dice che l'induttore € un componente dotato di memoria. Il va-
lore della corrente che attraversa I'induttore individua univocamente |'energia magnetica immagaz-
zinataal suo interno e percio costituisce la sua variabile di stato.

Condensatore lineare

Il ssmbolo del condensatore e indicato nella figura

[
16, la sua legge costitutiva e la seguente: >—b I I
. dv + -

1=C—
dt (21) v
dove C é una costante chiamata capacita del con-
densatore (misuratain F [Farad]). Figura 16 Condensatore

L’ espressione della potenza el ettrica assorbita segue dalla (13) erisulta:

- M 2
p=vi= ved " dt[B% H (22)

La (22) mostra come tutta la energia el ettrica assorbita dall'induttore vada ad incrementare il ter-
mine E, = % Cv? che assume quindi il significato di energia e ettromagnetica immagazzinata nel

condensatore; tale energia, una voltaimmagazzinata, pud essere interamente restituitaa componen-
ti del circuito cui € collegato il condensatore durante un transitorio successivo. La potenza elettrica
assorbita dal condensatore puo quindi assumere valori sia positivi che negativi.

Un cilindro ed una corona cilindrica coassiali, cogtituiti di materiale conduttore, separate da una
corona cilindrica, coassiale con le precedenti, costituita di materiale isolante, formano un condensa
tore cilindrico che puo essere modellato con buona approssimazione mediante un condensatore i-
deale (vedi fig. 17) in paralelo con un resistore (la cui conduttanza G e solitamente cosi piccola da
poter essere considerato equivalente ad un circuito aperto).

A
—>
+
G
Sl
B C
.

Figura 17 Condensatore cilindrico
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Quando una carica g viene spostata tramite una connessione el ettrica dalla armatura esterna (colle-
gata a terminale A) a quella interna (collegata al terminale B), la regione di spazio occupata dall’i-
solante interposto tra le armature del condensatore € sede di un campo €lettrico. Trascurando il
campo €lettrico all'esterno di tale regione, il valore della capacita del condensatore e definito dalla
relazione:

1 1

ECVZ: I ESEZdV (23)

Visolante
dove € € la costante di€elettrica dell'isolante. La potenza elettrica assorbita dal condensatore cilindri-
co viene immagazzinata nel campo elettrico presente nell'isolante tra le armature del condensatore.
Per sottolineare il fatto che alla energia elettromagnetica E, € associato un campo elettrico, tale e-
nergiaviene piu specificatamente chiamata energia el ettricaimmagazzinata nel condensatore.
Lerelazioni (21, 22, 23) mostrano come esista una relazione di dualitatrail condensatore e I'in-

duttore; infatti € possibile ottenere le relazioni caratteristiche di un componente da quelle dell'altro,
scambiando tra di loro i simboli della tensione con la corrente, dell'induttanza con la capacita, del
campo magnetico con il campo el ettrico e della permeabilita magnetica con la costante diel ettrica.
Anaogamente all'induttore, anche il condensatore € un componente con memoria; integrando la
(21) dall'istante — o, in cui € stato assemblato il circuito ed in cui latensione ai capi del condensato-
res esuppostanulla, a generico istantet si ottiene:

v(t) = (1: [i(m)a (24)

La (24) mostra che il valore della tensione in un generico istante t dipende dal valore della corrente
in tutti gli istanti precedenti. Il valore dellatensione ai capi del condensatore individua univocamen-
te I'energia el ettrica immagazzinata al suo interno e percio rappresenta la sua variabile di stato. Infi-
ne, dalla 24, si riconosce anche che la carica Q presente sull’ armatura positiva (cioé quella collegata
al terminale positivo) e legataallatensione v dallarelazione Q = C v.

Generatore di tensione

E E
| |
N+ /N +
o—b ® o—b ®
+ U - + \\/ -
\ \
@ (b)

Figura 18 Generatore di tensione

Il ssimbolo del generatore indipendente di tensione € indicato nella figura 18a, quello del generatore
di tensione pilotato (o dipendente) nella figura 18b; nel primo caso la tensione impressa E del gene-
ratore (o forza elettro-motrice del generatore) e una funzione nota del tempo, nel secondo caso di-
pende dal valore della tensione (generatore di tensione pilotato in tensione: GTPT) o della corrente
(generatore di tensione pilotato in corrente: GTPC) di un atro ramo del circuito. Con riferimento ai
vers positivi delle grandezze indicati nella figura 18a, I'equazione costitutiva del generatore di ten-
sione indipendente e la seguente:
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v=-E (25)

In figurasono illustrati i generatori pilotati GTPT e GTPC aventi caratteristicalineare.

i
~— —e «—— ——o +—

o —e —eo
GTPT GTPC
Caratteristicac v =—-K v, Caratteristicac v =—-K ip

L’espressione della potenza el ettrica assorbita segue dalla (13) erisulta:
p=vi=-Ei (26)

La potenza el ettrica assorbita risulta quindi positiva o negativa a seconda che la corrente attraversi il
generatore nel verso associato 0 non associato (secondo la convenzione degli utilizzatori) rispetto a
guello della tensione impressa. || generatore indipendente di tensione € quindi in grado di assorbire
od erogare, in dipendenza dalle condizioni di lavoro del circuito, una potenza elettrica di valore
qualsiasi, mantenendo comungue inalterato il valore della tensione ai suoi capi. Il generatore indi-
pendente di tensione € un componente controllato in corrente. || generatore dipendente di tensione
non e un componente controllato né in tensione né in corrente.

Una batteria (generatore di tensione reale) pud essere modellata elettricamente mediante lo
schema illustrato nella figura 19, costituito da un resistore e da un generatore indipendente di ten-
sione collegati in serie.

___________________________________________________

Figura 19a Modello circuitale di una batteria

Il generatore di tensione permette di simulare la trasformazione di energia chimicain €elettrica e vi-
ceversa che avviene al'interno della batteria; |a tensione impressa E, € pari allatensione a capi del-
la batteria durante il funzionamento a vuoto (quando non eroga corrente). La resistenza R, del resi-
store, viene detta resistenza interna della batteria e permette di simulare la dissipazione di energia
elettrica, per effetto Joule, in calore che viene ceduto all'ambiente circostante, che accompagna il
passaggio della corrente nella batteria. A questa dissipazione € associata una caduta di tensione. La
caratteristica tensione-corrente del bipolo di figura 19a € illustrata in figura 19b. 1l generatore di
tensione redle (la batteria) € un componente controllato siain tensione che in corrente.
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Figura 19b Caratteristica tensione-corrente di un generatore di tensione reale (batteria).

Generatore di corrente

€Y (b)
Figura 20 Generatore di corrente

Il ssmbolo del generatore indipendente di corrente € indicato nella figura 20a, quello del generatore
di corrente pilotato (o dipendente) nella figura 20b; nel primo caso la corrente impressa del genera
tore (I) e una funzione nota del tempo, mentre nel secondo dipende da un'altra grandezza che puo
essere la corrente (generatore di corrente pilotato in corrente: GCPC) o la tensione (generatore di
corrente pilotato in tensione: GCPT) di un atro componente del circuito. Con riferimento ai versi
positivi delle grandezze indicati nella figura, I'equazione costitutiva del generatore di corrente € la

seguente:
i=| 27)

In figurasono illustrati i generatori pilotati GCPT e GCPC aventi caratteristicalineare.

TAT 147

GCPT
Caratteristica: i = kK vp Carétteristica: i =K i
L'espressione della potenza el ettrica assorbita segue dalla (13) e risulta:

p=vi=vl (28)

La potenza elettrica assorbita risulta quindi positiva o negativa a seconda che latensione ai capi del
generatore abbia verso associato 0 non associato (secondo la convenzione degli utilizzatori) rispetto
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aquello della corrente impressa. || generatore indipendente di corrente & quindi in grado di assorbire
od erogare, in dipendenza dalle condizioni di lavoro del circuito, una potenza elettrica di valore
gualsiasi, mantenendo comungue inalterato il valore della corrente che lo attraversa. |l generatore
indipendente di corrente € un componente controllato in tensione. |l generatore dipendente di cor-
rente non € un componente controllato né in tensione néin corrente.

A differenza dei componenti visti in precedenza, non esiste un componente elettrico reale che
venga modellato e ettricamente, con buona approssimazione, da un solo generatore di corrente. Il
generatore di corrente interviene invece nel circuito elettrico equivalente dei dispositivi e ettronici.
Ad esempio, € possibile realizzare un circuito complesso che modella un transistore npn in cui sono
presenti due generatori di corrente pilotati in corrente.

Amplificatore operazionale ideale

L’amplificatore operazionale (A.O.) &€ un componente attivo (cioé in grado di erogare potenza),
progettato per essere utilizzato con altri componenti circuitali in modo da ottenere specifiche opera-
zioni di elaborazione delle variabili circuitali (segnale). Alcuni A.O. disponibili commercialmente
possiedono piu di sette terminali, altri meno. Per la maggior parte delle applicazioni, tuttavia, solo i
cinque terminali indicati nel ssmbolo standard di figura 21.a sono essenziali (ingresso invertente,
ingresso non invertente, uscita, morsetto + dell’ aimentazione, morsetto - dell’ alimentazione). |
terminali aggiuntivi sono solitamente collegati ad alcuni circuiti esterni di compensazione per mi-
gliorare le prestazioni dell’A.O.. Le alimentazioni vengono utilizzate per polarizzare’ A.O.; in altri
termini, le alimentazioni consentono |’ instaurarsi di certe condizioni che sono essenziali a corretto
funzionamento dell’A.O.. Dopo il collegamento dell’ alimentazione e dopo che il circuito di com-
pensazione € stato collegato ad ogni terminale aggiuntivo, solo quattro terminali restano disponibili
per i collegamenti esterni. Quindi, dal punto di vistadell’analisi dei circuiti, I'A.O. é realmente un
dispositivo a quattro terminali. Tale dispositivo é tracciato al’interno del triangolo tratteggiato di
figura 21.b e sara nel seguito indicato con il simbolo illustrato in figura 21.c”. In tale figurai. ed i,
denotano rispettivamente la corrente entrante dal terminale invertente e da quello non invertente
dell’A.O.. Analogamente v, v_ e v denotano la tensione rispetto a massa dei terminali +, — e uscita,

rispettivamente. Latensione vy = V. — V. edettatensione d’ingresso differenziale.

©) |1 simbolo di A.O. che compare nella maggior parte della letteratura tecnica mostra solo tre terminali, poiché viene
omesso il terminale di massa. Cio € dovuto a fatto che il terminale di massain figura 21.b non esiste fisicamente come
piedino nella maggior parte dei moderni A.O. ma piuttosto viene creato esternamente tramite I’ alimentazione. Si € prefe-
rito evidenziare esplicitamente il suddetto terminale perché atrimenti I’ applicazione della LKC avrebbe fornito la rela-
zioneerratai. +i, +ip=0.
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morsetto +

_ dell’ aimentazione
Terminale

invertente _
o—| - Uscita

o—

Terminale
non morsetto —

invertente dell’ aimentazione

@ i

(©)

Figura 21  Amplificatore operazionale

Per ottenere un’ esatta caratterizzazione di un A.O. sarebbe necessario analizzare I’ intero dispositi-
vo, la cui struttura € molto complessa. Fortunatamente per le applicazioni a bassa frequenza, si €
trovato sperimentalmente che le correnti e le tensioni ai terminali dell’ A.O. obbediscono alle se-

guenti relazioni approssimate:

%_:h:o
Vo =7 (vq)

Dove f(vqg) denota la caratteristica di trasferimento davy avo. Tale caratteristica di trasferimento
unafunzione dispari dellatensione d’ingresso differenziale, come illustrato in figura 22. Inoltre tale
funzione e piuttosto insensibile alle variazioni della corrente di uscitaio. Si nota che:

1) inunintorno dell’ origine (regione lineare) il rapporto tratensione di uscita e tensione diffe-
renziale e circa costante: vo/Vg = A. La costante A, tipicamente ameno 10°, viene detta gua-
dagno di tensione in anello aperto.

2) All'aumentare, in modulo, della tensione differenziale la caratteristica satura a vo = = Eg

(regioni di saturazione + e —, rigpettivamente)
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A . . .
Vo=/(vg) | _Regionedi saiurazione +
Esat
Regione __ |
lineare . Pendenza= A = 10°
\ g
- Ex

Regione di saturazione -
Figura 22 Caratteristica reale di un tipico A. O.

In considerazione del vaori tipici di A, la precisione si riduce poco assumendo per la caratteristica
di trasferimento una rappresentazione lineare a tratti. Tale semplificazione conduce a modello di
A.O. a guadagno finito mostrato in figura 23.a e 23.b. Si nota che la caratteristica di trasferimento é
stata approssimata con tre segmenti. A meno che non sia specificato diversamente, nel seguito si
farariferimento atale modello di A.O..

Vo A Regione di saturazione +
lineare
Vo=A vy \
Vgy  i-=0 < >
Vo A%
Ingresso
~non Vo= - Eu
invertente —
Regione di saturazione -
(a (b)
Figura 23  Modello di A.O. a guadagno finito
I modello di A.O. aguadagno finito puo essere descritto analiticamente come segue:
i_=0 (29.9)
i,=0 (29.b)
(Regione di saturazione —) Vo=—-Ey , Vyg<-Eg4/A (29.c)
(Regione lineare) Vo=Avy , —Eg/A<vy<+Eg,/A (29.d)
(Regione di saturazione +) Vo=+Ey , V4q>E4 /A (29.¢)

Poiché tali equazioni sono poco pratiche e difficili da manipolare analiticamente, € molto piu prati-
CO rappresentare ciascuna regione tramite un semplice circuito equivalente, come illustrato nelle
figure 24.a, 24.b e 24.c. Si noti chei tre circuiti equivalenti contengono esattamente la stessa infor-
mazione della (29). In particolare, quando I’ A.O. opera nella regione lineare (solitamente la condi-
zione di progetto) s riduce a quello della figura 24.b, corrispondente ale (29.8), (29.b) e (29.d). In
tal caso latensione di uscita & proporzionale alla tensione d’ingresso differenziale in ogni istante ed
il modulo dellatensione di uscita e inferiore allatensione di saturazione.
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i=0 i_=0 i -0
» ’ ——"

Vq ¢ i+:0 Vd ¢ i+=0
o—> y A vy o—> y
+
Vo Vo Vg > Exa/A Vo

Vg < —Esx/A
= T Vel < Ew/A =
@ (®) (©)
Ci reuito equwal ente per la Circuito equivalente per la Circuito equivaente per la
regione di saturazione — regione lineare regione di saturazione +

Figura 24 Circuiti equivalenti dell” A.O. a guadagno finito

In considerazione dei valori tipici di A, e spesso possibile assumere A - . Tale semplificazione
conduce a modello di A.O. ideale mostrato in figura 25.a e 25.b. Per evidenziare che A — o nella
regione lineare, si e aggiunto il simbolo « all’interno del triangolo, distinguendo cosi il simbolo di
A.O. ideale di figura25.adaaltri modelli. Si noti che quando I’ A.O. ideale opera nellaregione line-
are latensione d'ingresso differenziale € vincolata ad essere zero in ogni istante (cortocircuito vir-
tuale) ed il modulo dellatensione di uscita é inferiore allatensione di saturazione.

A . . .
Vo = £ (Va) Regione di saturazione +
Ingresso Est
invertente Regione
lineare
Vay 1,20 >
Vo \ Vd
Ingresso
~non - Ewy
invertente —

Regione di saturazione -
€) (b)
Figura 25 Modello di A.O. ideale.

Il trasformatore ideale

I trasformatore ideale e un doppio bipolo il cui funzionamento e descritto dalle seguenti relazioni
lineari:
vi =K vz (30.8)
i,=—-Kip (30b)

Dove la costante K € detta rapporto di trasformazione. Il simbolo del trasformatore ideale e indicato
nella figura 26. Si noti che in figura 26 una coppia di terminali € segnata con un punto, indicando
quindi i versi di riferimento positivi delle tensioni e delle correnti per cui le equazioni costitutive
(30) sono corrette. In figura 26 € mostrato inoltre uno dei possibili circuiti equivalenti del trasforma-
tore ideale. Si noti anche che, poiché il trasformatore ideale € un componente ideae definito dalle
(30), lerelazioni tratensioni e correnti a primario e secondario sono valide per tutte le forme d’ onda
(incluso quindi il regime stazionario). Il trasformatore ideale € indicato in letteratura anche con altri
simboli, tuttavia, nel seguito si utilizzera sempre il simbolo di figura 26, dato che il simbolo alterna-
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tivo € molto simile a quello che rappresenta gli induttori accoppiati (che saranno introdotti piu avan-
ti).

. L ——a—e
i I2 +
Caratteristiche
+
M=k v " <> @T v
éIV_Z K Vs K il
da__1 -
H, K
— —e

Figura 26 - Trasformatore ideale e circuito equivalente.

La potenza assorbita dal trasformatore ideale e nulla; infatti, con riferimento ai vers di riferimen-
to positivi delle tensioni e delle correnti definiti in figura 26, si ha

p(t)=v, (), (0)+ v, [, (t) = (sz(t))[H'izT(t)[H'F Vo (), (1) = v, (), () + v, (1), (t)=0

Quindi la somma delle potenze assorbite a primario e secondario € complessivamente nulla, ovvero
la potenza assorbita a primario dal trasformatore ideale (p1 = vi i) risultain ogni istante uguae a
guella erogata a secondario (p, = — V2 i2). Anche se non assorbe potenza, il trasformatore ideale
muta i parametri (tensione e corrente) con cui la energia elettrica viene assorbita a primario ed ero-
gata a secondario: la tensione viene ridotta (od aumentata) di un fattore pari a rapporto di trasfor-
mazione del trasformatore K mentre la corrente viene aumentata (o diminuita) dello stesso fattore.

Quando a secondario di un trasformatore ideale e collegato un resistore di resistenza R, il primario
si comporta come un resistore di resistenza equivalente K°R. Tale equivalenza &illustrata nellafigu-
ra3 e prendeil nomedi “riduzione da secondario aprimario”. La dimostrazione &€ immediata:

v1(t) =K vo () =K [- Riz(t)] = - KR [~ K i(t)] = K* Ri(t)

i1

Vi

R Re= K°R

Figura 27 - Riduzione da secondario a primario.
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SISTEMA INTERNAZIONALE DI GRANDEZZE E UNITA DI MISURA (SI)

Grandezze ed unita fondamentali

Nome Simbolo Unita Simbolo
Lunghezza [ metro m
Massa m kilogrammo kg
Intervallo di tempo t secondo S
Corrente elettrica i ampere A
Intervallo di temperatura g kelvin K
Intensita Luminosa 1 candela cd
Quantita di materia - mole mol
Grandezze ed unita complementari
Angolo piano ¢ radiante rad
Angolo solido Q steradiante S
Ogni grandezza derivata € espressa nella sua Multipli e sottomultipli nel SI
forma elementare da un monomio di grandezze - -
precedentemente definite e pud sempre essere ri- | Prefisso | Simbolo Fattfzre
dotta ad un monomio di grandezze fondamentali e Tera T 10
complementari. Le unita relative sono derivate dal- Giga G 10°
le unita delle grandezze che compaiono nel mono- Mega M 10°
mio di definizione; talvolta le unita stesse hanno Chilo K 10°
ricevuto un nome indipendente da quelle delle unita Milli m 10°
da cui sono derivate. Nella tabella successiva sono _ =
riportate alcune grandezze derivate e le loro unita, Micro H 10
con particolare riferimento ale grandezze utili Nano n 10°°
nell’ el ettrotecnica. Pico p 10712
Grandezza e smbolo Unitae simbolo Definizione
Frequenza (/) hertz (Hz) 1Hz=1s"
Lavoro (L), Energia (W, E) joule (J) 1J=1 Nith =1 kgh?%/s?
Potenza (P) watt (W) 1W =1Js=1kgm%s’®
Caricadettrica(q, Q) coulomb (C) 1C=1AI
Tensione elettrica (v) volt (V) 1V = 1W/A = 1 kgm¥(AS)
Capacita (C) farad (F) 1F=1C/V =1 A%EY(kgmh?)
Resistenza (R), Reattanza (X) ohm (Q) 1Q=1VI/A = 1 kgmh?%(A%S
Conduttanza (G), Ammettenza (Y) siemens (S) 1S=1A/N =1 A4S (kgm)
Flusso magnetico (¢, ) weber (Wb) 1Wb=1VIE=1kgmh?%AS)
Induzione magnetica (B) teda(T) 1T =1Wb/m? = 1 kg/(AE)
Auto e Mutuainduttanza (L), (M) henry (H) 1H=1VEA =1 kg% (A%
Pulsazione (w) rad/s
Campo dlettrico (E) V/im
Campo magnetico (H) A/m
Spostamento elettrico (D), C/m?
Permittivita () F/m
Permeabilita (W) H/m
Resistivita (p) Qlm
Potenza reattiva (Q) VAr Dimensionalmente uguale al W.
Potenza apparente (N) voltampere (VA) Dimensionalmente uguale al W.
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