GRANDEZZE PERIODICHE

INTRODUZIONE
Una grandezza tempodipendente a(t) si definisce periodica quando ad uguali intervalli T assume
valori uguali, cioé quando vale larelazione (con n intero qualsiasi):
a(t)=alt +nT) (1)
- 1l tempo T s definisce periodo;

- Lagrandezzaf =1/ T , che rappresenta il numero di periodi contenuti nell'unita di tempo, si defi-
nisce frequenza. Lafrequenza s misurain Hertz [Hz] (periodi/secondo);

- Si definisce valore medio di a(t) lamediadi a(t) eseguitasul periodo T:

_ 1 6T
Am=— altht )

- Si definisce valore efficace di a(t) la radice quadrata della media dei quadrati dei valori istanta-
nei di at) eseguita su un periodo T:

1 T
A:‘/?J;O a®(t)t 3)

- Unagrandezza periodica s definisce alternata quando il suo valore medio € nullo;

GRANDEZZE SINUSOIDALI
Una grandezza aternata del tipo:

alt)=A,, cos(wt + cx) (4)

s dice sinusoidale.
- Lagrandezza Ay che compare nella (4) e detta ampiezza, ed € pari a valore massimo di a(t);

- Lagrandezza w € detta pulsazione, hale dimensioni di unavelocita angolare (radianti/secondo) ed
e pari a2rT,

- Lagrandezzaa € detta fase. Lafase dipende dal valore che a(t) assume al’istantet = 0.

Il valore medio di una grandezza sinusoidale € pari azero (per ogni valore di Ay e a).

Il valore efficace di una grandezza sinusoidale € pari a:

AM2 t+T ) Ay
A= T It cos® (wt) dt = —= J0.707A,, (5

NG

Una grandezza sinusoidale e quindi compl etamente definita da tre parametri:
1) L’ampiezzaAw, 0 il valore efficace, A.
2) Lapulsazione w, o lafrequenzaf, oil periodo T.
3) Lafaseq, oladifferenzadi fase con un’ altra grandezza sinusoidal e nota di uguale pulsazione.
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Siano a(t) e b(t) due grandezze sinusoidali isofrequenziali (vedi figura 1):

alt)=A, cos(oot +0(a) b(t) = B,, cos(oot +0(b)
Si definisce differenza di fase traae b |’angolo
cp = aa - ab B\/l
L’angolo @ e chiaramente indipendente dall’istante &
iniziale di riferimento. Au Z
-Se =0, alt) e b(t) s dicono in fase (vedi figura /
2.3); >
-Se@> 0, at) ¢in anticipo di fase rispetto a b(t), t
che € a sua volta in ritardo di fase rispetto ad
at). Sep<0lasituazione s inverte;
@l

-Se == at) e b(t) s dicono in opposizione
(vedi figura 2.b);

- Se@== 102, at) e b(t) s dicono in quadratura
(vedi figura2.c).

Figura 1. - a(t) e in anticipo rispetto a b(1).
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Figura 2.a - a(t) e b(t) sono in  Figura 2.b - a(t) e b(t) sono in  Figura 2.c - a(t) e b(t) sono in
fase. opposizione. quadratura.
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OPERAZIONI SU GRANDEZZE SINUSOIDALI
Il prodotto di una grandezza sinusoidale
alt)=A, cos(wt + 0()
per uno scalare m € una grandezza sinusoidale c(t) con ampiezza pari amAy, , con pulsazione w, e
con fase pari aa (c(t) ea(t) infase) sem > 0,0 aa + 11(c(t) e a(t) in opposizione) sem < 0.

Lasomma di due grandezze sinusoidali isofrequenziai & ancora una grandezzaisofrequenziale.
Si hainfatti:
AMcos(u)t+0(a)+ By cos(u)t+0(b):CM cos(wt+cxc) (6)
dove:

(A, sena. +B,, sena, O
C, =+A,2+B,2+2A B, coda. -a,); o =arctg > a2V b
M \/ M M MM S(a b) ¢ gDAMcosaa+BMcoso(bD
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Laderivata di una grandezza sinusoidale a(t) e pari a

%[AMcos(wt+a)]=—mAMsen(wt+0()=mAMCOSQ»HOHT—ZTQ 7)

La derivata di a(t) € quindi una grandezza sinusoidale di pulsazione w con ampiezza pari a WAy €
con un anticipo di fase pari aTv2 (quindi in quadratura anticipo).

RAPPRESENTAZIONE DI GRANDEZZE SINUSOIDALI CON I NUMERI COMPLESSI
(TRASFORMATA DI STEINMETZ)

Siriportalaformuladi Eulero:
e’ =cos (x) +j sen (x) (8)
da cui:
cos (x) = 0 [e¥] )

dove con [J s indical’ operatore “parte rea€’. La grandezza sinusoidale:
a(t)=A,, cos(at +a)=0|a, @09 |=0[V2ae e | (10)

puo essere quindi interpretata come componente reale di un opportuno numero complesso. Ponen-
do:
— ja — AM ja
A=Al ="Mgl (11)
J2

Il numero complesso A, detto fasore, individua univocamente la grandezza sinusoidale a(t). La (10)
definisce quindi una corrispondenza biunivoca tra grandezze sinusoidali e numeri compless (tra
sformatadi Steinmetz). 1| numero complesso A puo essere scritto nellaforma:

A=M+jN
dove M ed N sono la componente reale ed immagina- 0
riadi A (vedi figura 3); modulo e fase sono dunque:
N fooemmmmmees s :
Al=vM? +N? |
0 N 5
Cth—H ,se M >0 A 5
_F¥t A s
" Greacgf f
+arctg ,se M <0 '
g-( MO o) M O
Figura 3.

¢ Operazioni con il metodo simbolico

- SoMMmA: Date due grandezze sinusoidali rappresentate dai numeri complessi A = (M + Ny
e B = (M; +j Nz)e"_”t e facile verificare la grandezza sinusoidale a(t) + b(t) & rappresentata da un
numero complesso Ce!, dove:

C=(My+Mp) +] (N1 +Np) C=A+B

- PRODOTTO PER UN NUMERO REALE: Data una grandezza sinusoidale a(t) rappresentata dal numero
complesso A€“* ed un numero reale m, s verifica immediatamente che il numero complesso Ce*
che rappresentail prodotto m a(t) e tale che:

C=mA
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- Prodotto per il numero immaginario puro j:

Data una grandezza sinusoidale a(t) rappresentar =
tadal numero complesso A e/ e tenendo conto che
j =e™ s hache

1>

v

Sul piano di Gauss, A e moltiplicato per j viene n
ruotato di Tv2 nel senso positivo di rotazione come
mostrato in figura 4.

- DERIVAZIONE: Laderivatadi A e & pari aD e, :
Infatti: Figura 4.

d . .

a(ﬁe‘“") = jwAe” , dove: D=jwA
Sul piano complesso quindi laderivatadi A el** & rappresentata da un vettore di modulo pari awA e
ruotato rispetto a A e di un angolo pari a2 in senso positivo.

RAPPRESENTAZIONE SIMBOLICA DI GRANDEZZE SINUSOIDALI ISOFREQUENZIALI

In modo del tutto equivalente a quanto e stato fatto per i fasori, nella rappresentazione simbolica
di pit grandezze sinusoidali isofrequenziali & lecito omettere il fattore rotante €', poiché general-
mente interessa conoscere la posizione reciproca dei vettori rappresentativi. Unaqualsiasi grandezza
sinusoidale:

a(t) =+/2A cos(wt + 0()
puod quindi essere rappresentata dal numero compl esso:
A = Ae®
In ogni problema, si pud assumere una grandezza sinusoidale arbitraria come riferimento di fase,
ponendo il suo angolo di fase pari a 0. In tal modo, la grandezza assunta come riferimento di fase

sara rappresentata da un numero reale puro. Quanto detto finora ci permette di esprimere le seguenti
corrispondenze:

af) = A a(t) +b(t) -~ A +B
da .
a JwA ma(t) = mA
d’a ) t A
7 o WA [ aDdr - "

* Complesso coniugato .
Dato un numero complesso A =A€", si definisce “complesso coniugato di A” il numero A*, a
vente modul o uguale e fase opposta:
A* =Ael (12)
Si verificafacilmente cheil prodotto di un numero complesso per il suo coniugato e pari a quadrato

del modulo:
A A* = A? (13)
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