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Sia Ω una regione nello spazio in cui, in ogni suo punto, sia definita una grandezza J. La regione 

Ω si dice allora soggetta ad un campo. Un campo può essere scalare, vettoriale o tensoriale, a se-
conda che la grandezza J sia scalare, vettoriale o tensoriale. Generalmente il dominio di definizione 
di un campo è FRQQHVVR. Un dominio si dice connesso quando, dati due punti qualsiasi ad esso ap-
partenenti, esiste almeno una curva interamente contenuta nel dominio stesso che unisce i due punti. 
Un dominio connesso può essere: 
• D FRQQHVVLRQH�OLQHDUH�VHPSOLFH��quando, data una qualsiasi curva chiusa appartenente al domi-

nio, esiste sempre almeno una superficie avente come contorno tale curva che sia interamente 
contenuta nel dominio stesso; 

• D FRQQHVVLRQH�VXSHUILFLDOH�VHPSOLFH� quando qualsiasi superficie chiusa appartenente al domi-
nio racchiude un volume interamente appartenente al dominio�

• D FRQQHVVLRQH�OLQHDUH�PXOWLSOD��quando non è a connessione lineare semplice. Ad esempio, un 
toro (o un anello) è un dominio a connessione lineare multipla; 

• D FRQQHVVLRQH�VXSHUILFLDOH�PXOWLSOD��quando non è a connessione superficiale semplice. Ad e-
sempio, un guscio sferico è un dominio a connessione superficiale multipla. 

Nel seguito, a meno che non sia differentemente specificato, si fa implicitamente riferimento a 
domini a connessione lineare e superficiale semplice. Infatti, non tutte le proprietà riportate nel se-
guito sono applicabili a domini a diverso grado di connessione. 

�
*5$',(17(: è un operatore differenziale del primo ordine che si applica ad una generica gran-

dezza scalare ϕ, e genera un vettore ∇ϕ tale che: 

∇ϕ⋅ =Q ∂ϕ
∂n

(1) 

Il gradiente di ϕ è quindi un vettore diretto secondo la massima variazione di ϕ e perpendicolare alle 
superfici su cui ϕ è costante(o). In coordinate cartesiane si ha: 
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Si è introdotto l’operatore (simbolico) differenziale del primo ordine QDEOD, definito in coordinate 
cartesiane come segue: 
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Sia X = ∇ϕ. L’integrale di X lungo una generica linea dipende unicamente dai valori che ϕ assume 
agli estremi di integrazione. Si ha infatti: 
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Si ha anche (quando B ≡ A e quindi ϕB = ϕA):  0=⋅∫ OX G (4) 

(o) Si noti infatti che, definita una superficie ϕ (x, y, z) = const., assumendo che W sia un versore tangente a tale superfi-
cie, si ha 0 = dϕ/dt = W⋅∇ϕ e dunque il vettore gradiente, essendo perpendicolare a tutte le rette tangenti alla superficie 
nel punto di contatto, è perpendicolare alla superficie stessa nel medesimo punto. 
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Un campo vettoriale che goda di tale proprietà si dice FRQVHUYDWLYR. In un dominio linearmente 
connesso un campo conservativo può sempre essere espresso come gradiente di un opportuno po-
tenziale scalare, definito a meno di una funzione a gradiente nullo (quindi una costante).�

',9(5*(1=$: La divergenza di un vettore X in un punto�P è definita come limite del rapporto tra 
flusso di X attraverso la superficie S che racchiude l’elemento di volume nell’intorno di P�ed il vo-
lume τ dell’intorno al tendere di τ a zero. Si può quindi scrivere: 

div dS
S

X X X Q≡ ∇ ⋅ = ⋅
→ ∫lim
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La divergenza è un operatore differenziale del primo ordine, che in coordinate cartesiane è definito 
come segue: 
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Sia τ un dominio delimitato dalla superficie chiusa S in cui la grandezza vettoriale X è continua as-
sieme alle derivate delle sue componenti. Vale allora il 7HRUHPD�GHOOD�GLYHUJHQ]D (o GL�*DXVV), 
che si esprime come segue: iO IOXVVR� GHO� YHWWRUH� X DWWUDYHUVR� OD� VXSHUILFLH� FKLXVD� S q SDUL�
DOO¶LQWHJUDOH�GHOOD�GLYHUJHQ]D�GL�X VXO�YROXPH�τ UDFFKLXVR LQ�S� Ovvero: 

X Q X⋅ = ∇ ⋅∫ ∫s
dS dτ

τ (6) 

Un vettore�X�si dice VROHQRLGDOH su un dominio τ quando il flusso di X attraverso qualsiasi superficie 
chiusa contenuta interamente in τ è nullo, ovvero quando ∇ ⋅�X = 0 ovunque in τ.

52725(: si definisce rotore di un vettore X un vettore tale che, in ogni punto, il suo flusso attra-
verso un elemento di superficie qualsiasi S sia uguale alla circuitazione di X lungo il contorno Γ
dell’elemento stesso. Si ha quindi, passando al limite del rapporto tra la circuitazione C e la superfi-
cie S�al tendere di S a zero: 

( ) ( )rot X Q X Q X O⋅ ≡ ∇ × ⋅ = ⋅ =
→ ∫lim
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Il rotore (o rotazionale) è quindi un operatore differenziale del primo ordine, ed in coordinate carte-
siane è definito come segue: 

rot
u

y

u

z

u

z

u

x

u

x

u

y
z y x z y xX X L M N≡ ∇ × = −







 + −







 + −









∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

(7) 

Vale inoltre il 7HRUHPD�GL�6WRNHV: LO�IOXVVR�GHO�YHWWRUH�∇ ×�X DWWUDYHUVR�OD�VXSHUILFLH�6�q�SDUL�DOOD�
FLUFXLWD]LRQH�GL�X OXQJR OD�FXUYD�Γ FKH�QH�q�LO�ERUGR. Cioè: 

∇ × ⋅ = ⋅∫ ∫X Q X O
s

dS d
Γ (8) 

Da ciò si deduce subito che: 

- i flussi di ∇ ×�X attraverso due superfici qualsiasi che abbiano lo stesso contorno Γ è uguale. Il ro-
tore è quindi un vettore solenoidale. Vale cioè l’identità: 

∇ ⋅�∇ ×�X = 0� (9)
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- se in un dominio linearmente connesso ∇ ×�X = 0 ovunque, il vettore X è conservativo(*). Vicever-
sa, se X è conservativo, ∇ ×�X = 0 ovunque. Vale cioè l’identità: 

∇ ×�∇ϕ = 0� (10)
 

- si dimostra che se X è solenoidale in un dominio a connessione superficiale semplice, può sempre 
essere espresso come rotore di un opportuno potenziale vettoriale, definito a meno di una funzione 
irrotazionale (e quindi conservativa). 

 
&$03,�&216(59$7,9,�(�&$03,�62/(12,'$/, 

&DPSL�FRQVHUYDWLYL &DPSL�VROHQRLGDOL�
∇ ×�X = 0 ∇ ⋅�X = 0 

L’integrale di X lungo una curva aperta dipen-
de solo dagli estremi di integrazione. 

La circuitazione di X lungo una curva chiusa è 
nullo. 

Il flusso di X attraverso una superficie aperta 
dipende solo dal contorno della superficie. 

Il flusso di X attraverso una superficie chiusa è 
nullo. 

X = ∇ϕ X =∇ ×�$
La funzione ϕ è un potenziale scalare definito 
a meno di una costante: 

ϕ = ϕ* + cost. 

cioè a meno di una funzione a gradiente nullo. 

La funzione $ è un potenziale vettore definito a 
meno di un gradiente. 

$ = $* + ∇ϕ 

cioè a meno di una funzione a rotore nullo. 

ϕ viene determinato in ogni punto fissando 
ad arbitrio il suo valore in un punto di rife-
rimento arbitrario. 

$ viene determinato in ogni punto imponen-
do la condizione di compatibilità (“gauge”), 
ad esempio quella di Coulomb: ∇ ⋅�$ = 0. 

Si conclude che un campo conservativo (o lamellare) è descritto da un potenziale scalare ϕ, mentre 
un campo solenoidale è descritto da un potenziale vettore $.

•&DPSL�FRQVHUYDWLYL�� 
si consideri un campo conservativo, descritto dalla 
funzione vettoriale X e funzione del punto 3, che 
soddisfa il seguente sistema:� ( )
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Ricordando le proprietà dei campi conservativi, il 
sistema (11) si può scrivere come segue:� ( )∇⋅∇ϕ = f 3 (12)

 

Introducendo l’operatore differenziale del secondo 
ordine QDEOD TXDGUR, definito come segue: 

∇ = ∇ ⋅ ∇ = + +2
2

2

2

2

2

2

∂
∂

∂
∂

∂
∂x y z

(13) 

(*) Si noti che l'ipotesi che il dominio sia a connessione lineare semplice è essenziale. In caso contrario un campo irrota-
zionale non è necessariamente conservativo, come prova il seguente esempio. Si consideri il campo, definito in tutto lo 
spazio eccetto l'asse z, X = (y L−x M)/ 22 yx + . Come è immediato verificare, X è irrotazionale. Tuttavia X non è conser-

vativo. Infatti, calcolando la circuitazione di X sulla circonferenza di raggio unitario centrata nell'origine, si ottiene (so-
stituendo le coordinate cartesiane con coordinate cilindriche): 
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(detto anche ODSODFLDQR)la (12) si riscrive: ∇2ϕ = f(3) (14) 

La (14), nota come HTXD]LRQH GL�3RLVVRQ�VFDODUH, consente di calcolare il potenziale ϕ e, conse-
guentemente, il campo X, una volta assegnata la funzione f(3). 

•&DPSL VROHQRLGDOL:
sia dato ora un campo solenoidale, descritto dalla fun-
zione vettoriale X e funzione del punto 3, che soddisfa 
il seguente sistema:� ( )
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Tenendo presente che un campo solenoidale può essere ricavato da un potenziale vettore, il sistema 
(15) potrà essere riscritto come segue: 

( ) ( ) ( ) ( )∇ × ∇ × = ⇒ ∇ ∇ ⋅ − ∇ =$ ) 3 $ $ ) 32 (16)
 

La (16) costituisce la definizione dell’operatore∇2$. In coordinate cartesiane tale operatore assume 
la seguente forma: 

( ) ( ) ( )∇ = ∇ + ∇ + ∇2 2 2 2$ L M NA A Ax y z � (17) 

( )−∇ =2$ ) 3 � (18)
 

Il potenziale vettore è determinato 
a meno di una funzione irrotazionale. 
L’indeterminazione viene eliminata 
imponendo che $ sia solenoidale. �

La risultante equazione (18) è un 
HTXD]LRQH�GL�3RLVVRQ�YHWWRULDOH, che 
si può scomporre nelle tre equazioni 
scalari (19).�
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•&DPSL DUPRQLFL:
Quando un campo è sia conservativo 
che solenoidale in un certo dominio, 
dalla (14) e dalla (18) si ottiene:�
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Le (20) si dicono HTXD]LRQL GL�/DSODFH, rispettivamente scalare e vettoriale. Una funzione che sod-
disfi l’equazione di Laplace si dice DUPRQLFD. Esempi di funzioni armoniche sono: 

- sia r la distanza del generico punto da un punto fisso detto P0, la funzione 1/r è armonica in tutto lo 
spazio tranne in P0.

- siano ri le distanze del generico punto da n punti fissi Pi, ki delle costanti, la funzione k r
n

i i
i=1
∑ è

armonica in tutto lo spazio tranne nei punti Pi.
- allo stesso modo, la funzione k r d

τ
τ∫ è armonica al di fuori del dominio τ.

&$03,�48$/6,$6,� 7(25(0$�',�&/(%6+ 

Si consideri ora un campo non conservativo e 
non solenoidale, descritto dalla funzione vetto-
riale X che soddisfa il seguente sistema:�
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Si dimostra (Teorema di Clebsh) che “un campo vettoriale X è sempre decomponibile in ogni punto 
in due componenti Xs e Xc, rispettivamente solenoidale e conservativa”. Infatti si supponga che: 
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X = Xs + Xc
(22) 

dove:      
( )

∇ × =
∇ ⋅ =





X
X 3

c

c f

0

. (23) 

Allora risulta anche:    ( ) ( )
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Esprimendo Xc come gradiente di un potenziale scalare ϕ e Xs come rotore di un potenziale vettore 
$, si può allora scrivere: X $= −∇ϕ + ∇ × (25)

 

e i due potenziali scalare e vettoriale saranno determinati da:  ( )
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� &DPSL�VFDODUL 
La struttura di un campo scalare ϕ può essere visualizzata mediante le cosiddette VXSHUILFL�GL�OL�

YHOOR. Si consideri un generico punto P0 ed il valore ϕ0 ivi assunto dalla ϕ: il luogo di tutti i punti in 
corrispondenza dei quali la ϕ assume lo stesso valore definisce una superficie (VXSHUILFLH�GL�OLYHOOR)
la cui espressione analitica, in coordinate cartesiane è: 

ϕ (x, y, z) = ϕ0

Se la ϕ è continua e derivabile due volte e se non esistono punti in cui il gradiente di ϕ si annulla, 
per ogni punto passa una ed una sola superficie de livello: pertanto la conoscenza di tutte le superfi-
ci di livello, contrassegnate dai corrispettivi valori, permette di descrivere completamente il campo. 
Questo tipo di rappresentazione risulta particolarmente utile quando il campo è definito in una re-
gione bidimensionale: in tal caso, infatti, è possibile definire le OLQHH�GL�OLYHOOR su tale piano. 

� &DPSL YHWWRULDOL 
Dato un campo scalare X (supposto definito in tutto lo spazio), si dice OLQHD�GL�FDPSR (o di flus-

so) ogni linea che sia tangente in ogni suo punto P al vettore X(P). Per ogni punto dello spazio passa 
una ed una sola linea di campo. Pertanto, la mappa delle linee di campo fornisce un modo per visua-
lizzare la struttura del campo vettoriale. Essa consente, infatti, di individuare subito in ogni punto la 
direzione ed il verso del vettore X (nessuna informazione fornisce invece sul modulo del campo). 

Il tracciamento delle linee di flusso di un campo assegnato non è sempre facile. Si consideri in-
fatti un campo vettoriale X, rappresentato in componenti cartesiane da (ux, uy, uz). Sia Γ la linea di 
flusso passante per il punto P0 di coordinate (x0, y0, z0) detto ds la lunghezza elementare del tratto di 
curva, la condizione di tangenza nel generico punto P di Γ di coordinate (x, y, z) è data da: 
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Data infine una linea chiusa L non coincidente con alcuna linea di flusso del campo, l'insieme 
delle linee di flusso passanti per tutti i punti di L individua una superficie S a struttura tubolare, che 
prende il nome di WXER�GL�IOXVVR associato alla linea L. 


