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Sommario Questo documento descrive il modello numerico tridimensionale, sviluppato
dall’ unita di Bologna, per lo studio del processo di riscaldamento ad induzione di billette
di alluminio rotanti in un campo di induzione stazionario, generato da avvolgimenti e-
sterni. Viene descritto il modello matematico che consente di calcolare, assegnata la di-
stribuzione del campo di induzione, ladensita di corrente, la potenza assorbita e la tempe-
raturain ogni punto della billetta rotante ad ogni istante, oltre ale perdite per convezione
ed irraggiamento. | risultati numerici sono ottenuti attraverso un codice di calcolo svilup-
pato in linguaggio FORTRAN, la cui caratteristiche input/output sono dettagliatamente
descritte. La validazione dei risultati € stata effettuata attraverso il confronto con risultati
andlitici relativi al caso di billetta infinitamente lunga e con i risultati di codici commer-
ciali per acuni cas particolari. Larelazione riporta un’analisi preliminare del processo di
riscaldamento relativamente ad una configurazione degli avvolgimenti di eccitazione che
produce un campo di induzione uniforme sulla billetta. In appendice sono riportate infine
le soluzioni andlitiche del problema elettromagnetico e termico utilizzate, nonché le ca-
ratteristiche fisiche dell’alluminio.

PRIN2005/UNIBO/2006/001 — Settembre 2006



PRIN 2005 TrCNOLOGIE INNOVATIVE NEL RISCALDAMENTO AD INDUZIONIE DI BILLITTI IE NASTRI DI ALLUMINIO

Sottoprogetto Unita di BOLOGNA

Indice

INEEOAUZIONE «.uoeunennenneenennennrencenesesseccsccsessesssssssssessssssessessssssssssssessassase 3

MoOdello MATEIMALTICO cevuerererereeercsecsecesecsecsecsscesscssssssssssssssssssssssssssssssses 5

2.1 Problema elettromagnetico
2.2 Problema termico
2.3 Procedura di soluzione del problema dinamico accoppiato

@10 TV R T CeT0) 0 TN 13

Validazione del MOdeEllo .......eeueeeieenireniienieenceenceeeeceneeeereecesecrenccanens 16

4.1 Creazione della mesh e Analisi di convergenza

4.2 Validazione del modello elettromagnetico mediante soluzione
analitica

4.3 Validazione del modello termico mediante codice commerciale

RiSUIATE NUIMCTICI. ceuutueeeeenreeieniesrsessessscssessessessssssssssssssssssssssssssssssose 23

Appendice A: soluzioni analitiche .........cccceeevviivviiinnnnnnnnneneeniceneceens 34

6.1 Equivalenza formale tra gli approcci lagrangiano ed euleriano
6.2 Soluzione del problema elettromagnetico
6.3 Soluzione del problema termico

Appendice B: Proprieta dell'alluminio .........ccoocevvuuuunnenneeeereeeneceens 50

Bibliografia ...........ccoiiiiiiiiiiiiiiinnnnnnnnnniiiiiiiiciiiniinnsssssssiieeiissssssnes 53

PRIN2005/UNIBO/2006/001 — Settembre 2006 2di 53



PRIN 2005 TrCNOLOGIE INNOVATIVE NEL RISCALDAMENTO AD INDUZIONIE DI BILLITTI IE NASTRI DI ALLUMINIO

Sottoprogetto Unita di BOLOGNA

1. Introduzione

Il riscaldamento a induzione di billette o nastri metallici destinati allalavorazione indu-
striale avviene mediante esposizione ad un campo magnetico variabile, appositamente
prodotto attraverso un avvolgimento operante in corrente aternata. La dissipazione per
effetto Joule, causata delle correnti indotte al’ interno del pezzo sotto trattamento, ne pro-
duce il riscaldamento. Tale tecnica € in uso nel processi di manifattura industriale come
alternativa al riscaldamento mediante forni a combustibile fossile.

Il rendimento del processo di riscaldamento a induzione risulta molto ato quando ap-
plicato a metalli dotati di permeabilith magnetica elevata e resistivita elettrica sensibil-
mente superiore a quella del materiale con cui s realizza I’ avvolgimento induttore (ra-
me); tipico e il caso degli acciai, il cui trattamento consente rendimenti superiori a 90%.
Quando s considerano invece metalli non ferrosi come rame, aluminio e le loro leghe,
caratterizzati da deboli proprieta magnetiche e da una bassa resistivita, il rendimento su-
bisce una drastica riduzione; in questo caso una considerevole quota di energia e dissipata
al’interno dello stesso avvolgimento induttore e ceduta, senza possibilita di recupero, a
fluido di raffreddamento.

Un riscaldatore a induzione per metali non ferrosi presenta, a parita di taglia, un ren-
dimento paragonabile a quello di un forno a combustibile, ma il consumo della fonte e-
nergetica primaria e le conseguenti emissioni inquinanti risultano piu onerosi perché oc-
corre considerare il rendimento del sistema di produzione e trasmissione dell’ energia el et-
trica, che non supera il 50%. Ciononostante la tecnica di riscaldamento ainduzione e lar-
gamente in uso nei processi di manifattura industriale ed e preferibili rispetto a riscalda
mento mediante forni a combustibile, perché risulta veloce, sicura e priva di emissione
inquinanti in sede e garantisce una migliore qualita del prodotto finito e inoltre consente
di operare sottovuoto o in atmosfera controllata. E importante altresi considerare che i
recenti orientamenti politici in materia di tutela dell’ ambiente incentivano o sviluppo di
tecnologie per la produzione di energia e ettrica da fonti rinnovabili. In questo scenario il
maggiore utilizzo dell’ energia elettrica nel processo produttivo, tramite |I’adozione di si-
stemi di riscaldamento a induzione ad alto rendimento, costituisce una diretta opportunita
di uso efficiente delle fonti rinnovabili nelle applicazioni industriali.

Nei moderni sistemi di riscaldamento ad induzione per metalli non ferrosi, operanti a
frequenze industriale e con valori del campo magnetico nell’ordine dei 0.7 T, il rendi-
mento non superail 50%. Il costo annuale della potenza elettrica dissipata in un impianto
da1l MW e nel’ ordine dei 100000 $. Il dispendio energetico che si verifica nel processo
di riscaldamento risulta particolarmente critico nel caso dell’alluminio, vista la crescente
penetrazione di questo materiale nella produzione industriale. Infatti, grazie ale vantag-
giose proprieta fisiche e alla elevata possibilita di riciclaggio, I’'uso dell’alumino, delle
sue leghe e dei suoi compositi diviene sempre piu diffuso anche nel settori automobilisti-
€0, meccanico, dei trasporti e delle grandi strutture civili, oltre che nei tradizionali settori
aeronautico, elettrico e dei beni di consumo domestici. | prodotti finali in aluminio sono
ottenuti a partire da lingotti o billette ottenuti in fonderia che vengono preriscaldati ad
una temperatura di 450-500 °C prima di subire una specifica lavorazione (estrusione, la-
minazione, stampaggio). Durante tale fase il controllo del profilo di temperatura indotto
nel pezzo in lavorazione e cruciale per garantire la qualita del prodotto finale ed evitare
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scarti di materiale. La quantita di energia impiegata nel process di riscaldamento per la
trasformazione post-produzione dell’ alluminio risulta quindi ingente, e lo sviluppo di tec-
nologie di riscaldamento ad alto rendimento produrrebbe notevoli ricadute in campo eco-
nomico e ambientale.

Nei sistemi di riscaldamento ad induzione dell’aluminio un aumento del rendimento &
conseguibile mediante un accurata progettazione dell’ avvol gimento induttore, adoperan-
do configurazioni a piu strati, ma il margine di miglioramento ottenibile e esiguo (pochi
punti percentuai). Esiste un limite intrinseco nel rendimento del riscaldamento a indu-
zione dell’alluminio, legato a fatto che le sue proprieta el ettriche e magnetiche sono pa-
ragonabili a quelle del materiale con cui s realizza |’ avvolgimento induttore (rame). Un
miglioramento sostanziale s otterrebbe sostituendo a materiale convenzionae
dell’induttore un materiale superconduttore, dotato di resistivita elettricain AC sensibil-
mente inferiore a quella dell’ alluminio. Allo stato attuale di sviluppo, i materiali super-
conduttori presentano dissipazioni di potenza non trascurabile nel loro esercizio in cor-
rente alternata. Tali perdite, tenuto conto del fattore di penalizzazione dovuto alla refrige-
razione (le tipiche temperature di esercizio di questi materiali non superano i 77 K), in-
troducono nel sistema una dissipazione complessiva paragonabile con quella che si veri-
fica nel riscaldatori tradizionali. Il costo capitale di un tale riscaldatore € di molto supe-
riore a quello di un riscaldatore convenzionale, di conseguenza la sua applicazione non &
conveniente se il risparmio energetico e troppo esiguo. Il progresso nello sviluppo di su-
perconduttori a basse perdite AC di prima e seconda generazione (nastrini in BSCCO con
matrice in argento e nastrini compositi in YBCO rispettivamente) potrebbe pero rendere
conveniente la sua applicazione nel breve/medio termine. Una tecnica innovativa ad ato
rendimento per il riscaldamento ainduzione di billette di alluminio che puo essere messa
apunto nel breve termine e indipendentemente dai progressi dellatecnologia dei materia-
li prevede I’ utilizzo di superconduttori operanti in corrente continua. L’idea consiste nel
far ruotare, mediante un motore di trascinamento, la billetta da riscaldare all’interno del
campo magnetico stazionario, prodotto da un magnete superconduttore e orientato orto-
gonalmente o paralelamente al’ asse della billetta. Nel caso di orientamento parallelo,
affinché I’induzione sia possibile il profilo di campo deve essere non assia-simmetrico
nel sistemadi riferimento cilindrico solidale con la billetta (la billetta e il solenoide indut-
tore devono essere disassati) e deve possedere un certo gradiente in direzione radide. Le
correnti indotte alla superficie della billetta generano una coppia resistente che si oppone
alla rotazione e riscaldano la billetta stessa per effetto Joule. Si ha cosi la conversione
dell’ energia meccanica fornita dal motore in energia termica; poiché nell’ esercizio in cor-
rente continua le perdite al’interno del magnete superconduttore sono nulle, il rendimen-
to del riscaldatore in coincide col rendimento del motore elettrico utilizzato per mantene-
re in rotazione la billetta, che per potenze nell’ordine del MW supera il 90 % [Run-
de2002], [Runde2003], [Magnusson2003a], [Magnusson2003b], [Magnusson2003c],
[Hiltunen2005], [Magnusson2005].
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2. Modello matematico

2.1 Problema Elettromagnetico

Consideriamo il sistema schematicamente riportato in figura 2.1.1, costituito da un cor-

po cilindrico conduttore (billetta) rotante con velocita angolare o costante in una regione
in cui & presente un campo magnetico stazionario B prodotto da bobine esterne.
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Figura 2.1.1 — Schema di principio del sistema proposto.
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In condizioni di regime, ossia a termine della fase di avviamento in cui s verificano i
transitori meccanico, elettromagnetico e termico, la distribuzione di corrente al’interno
della billetta, espressa rispetto ad un sistema di riferimento cartesiano ortogonal e solidale

col laboratorio, risulta stazionaria. In queste condizioni sussiste la seguente relazione per
il campo elettrico E al’interno della billetta

(2.1) OxXxE=0
Introducendo il potenziale eettrico scalare ¢ dala(2.1) otteniamo
(2.2 E=-0¢

La relazione che lega la densita di corrente J a campo eettrico locale E € esprimibile
come

(2.3) J=o(E+vxB)

dove il termine vxB rappresenta la forza elettromotrice indotta di origine mozionale *.
Sostituendo la (2.3) nella (2.2) otteniamo

! Applicando il teorema di Poynting ad una superficie chiusa che racchiude labilletta si ottiene il seguente
bilancio energetico
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(24) -0¢ =pJ-vxB

A questo punto e conveniente scomporre I’induzione magnetica totale B in ogni punto
dellabillettanel contributo B prodotto dalle correnti che circolano nelle bobine esterne
enel contributo B™ prodotto dalle correnti che circolano all’interno dellabilletta, i.e.

(2.5) ~0p+vxB™ =pJ-vxB™
Esprimendo la velocita del generico punto che occupa la posizione x attraverso il pro-
dotto vettoriae tralavelocita angolare o e la posizione stessa otteniamo
(2.6) ~O¢ +(@xx)xB™ =pJ - (@xx)xB™

Introduciamo adesso |a suddivisione del volume occupato dalla billettain numero finito
N di elementi tridimensionali. Sia N il numero di facce della suddivisione che posso-

no essere attraversate da corrente (ossia tutte le facce meno quelle poste sul contorno).
Assumiamo che ladensita di corrente J siauniformein ogni e emento. Attraverso un pro-
cedura di minimo errore € possibile esprimere il vettore J in funzione del vettore i delle
N correnti che attraversano la facce della discretizzazione mediante la seguente rela-

zione lineare
2.7) J=[K]i

dove la matrice [K] € una matrice sparsa dipendente dal punto e uniforme per elementi,

cioei suoi elementi non cambiano per tutti i punti x appartenenti a medesimo elemento
geometrico della discretizzazione.
Consideriamo ora |’ equazione (2.6); integrando entrambi i membri lungo un percorso

che congiungei centri x, e x, di due elementi adiacenti, passante per il centro dellafac-
ciacondivisae orientato da x, a x, S ottiene
(28  -[O0 Bz’x+J'((o><X)><BPXt aix = [pJ Eiz’x—I(m xx)xB"™ [dix
Applicando alcune manipolazioni algebriche dla (2.8) s ottiene

29  ox,)-o(, )+ B q’“dxx(mxX)= f-pmx-sim qfdxx(mxX)

Utilizzando I’ equazione (2.7) la (2.9) puo essere riscritta nelle seguente forma concisa

2

IVDXB dr = I %dr

Thillet Thillet

Tale equazione stabilisce cheil lavoro meccanico compiuto sullabilletta & integralmente convertito in calo-
re per effetto Joule al suo interno.
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ext — .t . t .

dove w e il modulo della velocita angolare, me,, €il vettore dei coefficienti delle forze

elettromotrici mozionali e I’apice t denota |‘operatore di trasposizione. L’equazione
(2.10) puo essere interpretata come |’ equazione dei bilancio delle tensioni del ramo cir-
cuitale rappresentato in figura in cui sono presenti un termine resistivo (dissipativo), un
generatore di tensione indipendente che schematizza il contributo della forza elettromo-
trice mozionale associata al campo prodotto dalle bobine esterne e un generatore di ten-
sione controllato che schematizza il contributo della forza el ettromotrice mozional e asso-
ciata a campo prodotto dale correnti che circolano al’interno della billetta [Moran-
di2002], [Morandi2004], [Fabbri2004].

T

Xk Xh

ext

wv wmep-i

Figura 2.1.2 — Interpretazione circuitale della (10)

Un equazione del tipo (2.10) puo essere associata ad ognunadelle N facce dellamesh
che discretezza il volume in cui circola la corrente. L’insieme delle N equazioni indi-
pendenti pud essere scritto nella seguente forma matriciale

(2.12) [A]' ¢ + wv® = [R]i - w[ME]i

dove e [A] & lamatrice di incidenza ramo-nodo del grafo orientato ottenuto associando
un nodo ad ognuno dei centri degli N, elementi della discretizzazione e un ramo ad o-
gnuno degli N, percorsi di integrazione orientati (ognuno di associato ad un faccia

percorsa da corrente). Nella costruzione della matrice si esclude un nodo scelto ad arbi-
trio a quale si assegna il ruolo di nodo di riferimento e gli si attribuisce un potenziale e-
lettrico nullo. 1l vettore ¢ rappresenta |I’insieme degli N, —1 potenziali in tutti i nodi

meno quello di riferimento

Dalla solenoidalita del vettore J si ricava inoltre che la somma algebrica delle correnti
attraverso tutte le facce di un singolo e emento risulta nulla; tale proprieta fornisce un ul-
terioreinsieme di N, —1 equazioni indipendenti nelle correnti incognite che puo essere

scritto utilizzando la matrice di incidenza [A] nella seguente forma concisa
(2.12) [Ali=0

Dalle equazioni (2.11) e (2.12) segue che I’intero volume occupato dalla billetta puo es-
sere schematizzato attraverso una rete elettrica equivalente avente N rami e N, nodi.

Le incognite circuitali sono le N correnti attraverso le face e gli N, —1 potenziali in

tutti i nodi meno quello di riferimento. Il sistema risolvente della rete elettrica puod essere
scritto come
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@39 E[R]—[i][m] A R

Il sistema (2.13), lineare nelle incognite i e ¢, non puod essere risolto autonomamente
perché non tutti i suoi parametri sono determinabili; infatti, sebbene le matrici [A] e

[ME] nonché il vettore v®' siano deducibili, una volta scelta la discretizzazione, esclu-
sivamente sulla base delle dimensioni geometriche della billetta e delle bobine esterne (e
della corrente in esse circolante), per la determinazione della matrice [R] dei coefficienti
resistivi € necessario conoscere la distribuzione di temperatura al’interno della billettain
guanto il parametro resistivita p che compare al’interno dell’ equazione e dipendente da
guesta. Per evidenziare tae circostanza € opportune riscrivere il sistema (2.13) nella se-
guente forma

(219 ER(T)][TL[ME] A e

doveT éil vettore delle temperature nei centri degli elementi.

2.2 Problema Termico

Il problema el ettromagnetico finora descritto non puo essere risolto se non € nota la di-
stribuzione della temperatura (7) al’interno della billetta a causa della dipendenza da T
della resistivita del materiale. Per il calcolo della distribuzione di temperatura conside-
riamo larelazione di conservazione dell’ energia espressa in formalocale come

(2.15) yC%T+DE11:J[E

dove q éladensitadi flusso termico ey e ¢ sono ladensitadi massaeil calore specifico
del materiae rispettivamente; entrambi questi parametri dipendono in generale dalla tem-
peratura. Si trascura tuttaviala dipendenza da T della densita di massa. La densita di flus-
SO q puo essere espressa in funzione della temperatura attraverso lalegge di Fourier:

T
(2.16) q=-0[kdl
TO

dove £ rappresenta la conducibilitatermica e 7, un valore di riferimento arbitrario.

Assumiamo lo scambio termico con I’ambiente esterno che si verifica sul contorno del-
la billetta avvenga sia per convezione che per irraggiamento e sia quindi esprimibile co-
me

(2.17) nt=h{ -7, e, (4 -17,)
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dove h e € rappresentano il coefficiente di scambio termico e |’ emissivita, rispettivamen-
te, e sono in generale dipendenti dalla temperatura, o, rappresenta la costante di Stefan-
Boltzmann e 7%, rappresenta la temperatura di equilibrio lontano dalla billetta.

Consideriamo ora la suddivisione del volume occupato dalla billetta in numero finito
N di elementi tridimensionali gia introdotta per la discretizzazione del problema elet-
tromagnetico. Assumiamo che all’interno di ogni elemento ;/ della suddivisione la tempe-
ratura sia uniforme con valore pari 7;. Tale assunzione costituisce una approssimazione
tanto piu accettabile quanto piu ridotte sono le dimensioni degli elementi. Integrando
I’ equazione di Fourier (2.16) lungo un percorso che congiunge i centri x;, e x; di due ele-
menti adiacenti e assumendo che il vettore q lungo il percorso di integrazione sia orienta-
to parallelamente al segmento che congiunge i due vertici ed abbia modulo uguale a rap-
porto trail flusso termico Oy attraverso lafaccia condivisa eI’ area Sy, della faccia stessa,
S ottiene

0 T
218 Zhk_ - =—
(2.18) o I = x| Ik dr

dove T}, e T} sono le temperature dei due elementi. Un egquazione del tipo (2.18) puo esse-
re scritta per ognuna delle N facce interne della discretizzazione; I'insieme completo

delle equazioni di questo tipo puo essere espresso nella seguente forma concisa
(2.19) Q, =[G,]t

doveT eil vettore delle temperature degli elementi delladiscretizzazione, Q, eil vettore
dei flussi termici attraverso le facce interne e [G ,] eunamatrice di coefficienti dipenden-

ti dal vettore T e dimensionalmente omogenei con una conduttanza termica.

Integrando I’ equazione (2.17) sulla superficie occupata dalla generica facciaj, posta sul
contorno della billetta e appartenente all’ elemento i avente temperatura a centro 7;, otte-
niamo

(220) 0,=h(t, -1, )+eo, (1t - 17,)

dove s € assunto che la temperatura sulla faccia j sia uguale a quella a centro
dell’elemento i ei parametri 4 ed € sono valutati in corrispondenza della temperatura 7.
Un equazione del tipo (2.20) puo essere scritta per ognuna delle N, facce poste sul con-
torno della discretizzazione; I'insieme completo delle equazioni di questo tipo puo essere
espresso nella seguente forma concisa

(2.22) Q, =[G,]T-¢g,(r.7,,)

dove Q, @il vettore dei flussi termici attraverso le facce al contorno e [G ,] & unama-

trice sparsa di coefficienti dipendenti dal vettore T e dimensionalmente omogenel con
una conduttanza termica, gz € un vettore i cui elementi dipendono da T e 7, Le equa-
zioni (2.19) e (2.21) stabiliscono un insieme di equazione che lega il vettore Q dei flussi
termici attraverso tulle le facce della discretizzazione a vettore T delle temperature nei
centri degli elementi, i.e.
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(2.22) Q=F(r,7,,)

Integrando lalegge di conservazione dell’ energia (2.15) sul dominio occupato dal gene-
rico elemento / della discretizzazione otteniamo

d < 2
c.—1.V, + — V.
(2.23) ne—TV, z 0,=pJ2Y,
dove V; €il volume dell’ i-esmo elemento, NF; € il numero delle sue facce, Q; éil flusso
termico attraverso j-esima facciae J; € il modulo della densita di corrente assunta unifor-
mi sull’elemento ed esprimibile in funzione del vettore i delle correnti che circolano at-
traverso le facce delle discretizzazione. | parametri resistivita elettrica p; e calore specifi-
CO ¢; sono valutati in corrispondenza della temperatura 7;. Assemblando le equazioni del
tipo (2.23) relative atutti gli elementi otteniamo

229 vic@l+[aJe = PG.o(r)

dove [C] elamatrice diagonale dei prodotti yic;V;, dimensiona mente omogenel con una
capacita termica, dipendente dal vettore T, [A] e la matrice di incidenza faccia-elemento
della discretizzazione adottata. Sostituendo |’ equazione (2.22) nella (2.24) si ottiene infi-
ne |’ equazione di stato del problematermico

@29)  yC@IET=AlF (1.7, )+ PGp(r)

Le equazioni accoppiate (2.14) e (2.25), noto il valore iniziade delle temperature nei
centri degli elementi, consentono di risolvere il problema dinamico accoppiato elettroma-
gnetico-termico, ossia consentono di determinare, secondo la procedura descritta nella
sezione successiva, |’ evoluzione della distribuzione della densita di corrente e della tem-
peraturaall’interno della billetta [ Fabbri2005g], [ Fabbri2005b].

2.3 Procedura di soluzione del problema dinamico accoppiato

Le equazioni accoppiate (2.14) e (2.25) costituiscono un sistema a gebrico-differenziale
di N-+2N, -1 equazioni in atrettante incognite rappresentate dalle N, correnti attra-

verso le facce della discretizzazione, dagli N, —1 potenziale nei centri degli elementi

meno uno assunto come nodo di riferimento e dalle dagli N, temperature nei centri degli

elementi. Tale sistema consente di calcolare I’ evoluzione della distribuzione di corrente e
di temperatura al’interno della billetta rotante se € noto lo stato termico iniziale. Consi-
deriamo infatti un generico istante ¢, in cui, a partire da una condizione di quiete in cui
non circola nessuna corrente, la billetta viene messa in rotazione con velocita o
al’interno del campo magnetico prodotto dalle bobine esterne e trascuriamo il transitorio
meccanico, supponiamo cioe che il tempo necessario alabilletta per portarsi alavelocita
di regime siatrascurabile. Sia T, il vettore delle temperature dl’istanteiniziale, i.e.
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(2.26) T(:)=T,
Siainoltre i, =0 il vettore delle correnti all’istanteiniziale, i.e.
(2.27) i(t,)=i, =0

Ci proponiamo di cacolare i valori i(t, +Ar) e T(t, +Ar) dei vettori delle correnti e
delle temperature rispettivamente all’istante 7, +A¢r. Assumiamo che |'ampiezza

dell’intervallo di integrazione At sia molto maggiore della piu grande tra le costanti di
tempo caratteristicadel problema el ettromagnetico; sotto tale ipotesi si puo ritenere chela
distribuzione di corrente al’interno della billetta raggiunga immediatamente il valore di
regime calcolabile attraverso la(2.14), i.e.

(228) ER(T(togﬁlw[ME] _[Z]t ((tt-:-AAtt))E: E»SEXE

Assumiamo ora che durante I’ intervallo di integrazione laresistivita sia costante in ogni
elemento della mesh e abbiail valore corrispondente alla locale temperatura. Assumiamo
inoltre che durante I’intervallo Ar ladensita di potenza sia costante in ogni elemento della

mesh e abbia valore P, dato dalla media dei valori corrispondenti alle distribuzioni di
corrente i(z, ) e i(r, +A¢), ie

229 Pouy =5 [P(il) (T ))+ P(iCo + )0 (16D )]

Sotto le ipotesi introdotte il vettore delle temperature dl’istante 7, +Ar puo essere
determinate risolvendo il seguente problemadi Cauchy

(to)= Ty
O = WP (7 oty =15100s

A questo punto € necessario introdurre un criterio di verifica dell’ accuratezza de risul-
tati ottenuti nell’ambito dell’intervallo di tempo considerato; poiché il sistema (2.28) e
valido solo nell’ipotesi che laresistivita o S mantenga costante durante I’intervallo di in-
tegrazione |a soluzione puo essere accettata solo se € verificata la condizione

(2.31) 100 (T +p?;)(t)o')‘;(T(t°) )enp ..

dove Ap ., €Uun parametro arbitrario da cui dipende I’ accuratezza della soluzione. Se

la condizione (2.31) non e verificata, I’ intervallo di integrazione At scelto non e accettabi-
le e la soluzione del sistema (2.30) deve essere ricalcolata con un I'intervallo di integra-
zione A¢’ ridotto rispetto al precedente e definito come

(2.32) Ar'=a At

dove a e un parametro arbitrario minore di 1.
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Al fine di ridurre il tempo di calcolo occorre considerare anche che se la variazione di
resistivita che interviene a termine del Ar scelto e contenuta al di sotto di un certo valore,
aloral’intervallo di integrazione scelto e troppo cautelativo e nel passo successivo puo
essere allargato; quantitativamente, se si verificala condizione

p(T(to +At) )-p(T(to))
(2.33) 100 (1))

s Apmin%

dove Ap,,. € Un parametro arbitrario, convenientemente minore di Ap .., PEr Non

innescare instabilita nella procedura, I'intervallo di integrazione A+’ da adoperare nel
asso SUCCESSiVOo puo essere definito come

(2.34) Ar=BAt

dove 3 € un parametro arbitrario maggiore di 1.
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3. Il codice di calcolo

Il modello numerico descritto nelle precedenti sezioni € implementato mediante un co-
dice di calcolo sviluppato in linguaggio FORTRAN. | dati di input sono acquisiti dal co-
dice attraverso il file “input data.txt” di seguito descritto.

| dati geometrici della billetta vengono immessi nella sezione “geometric data of the
conducting region”. S prevede la possibilita di trattare sia geometrie tubolari che cilin-
driche; nell’ ultimo caso il parametro RRI_EM deve essere posto uguale a zero.

geometric data of the conducting region

0.0D-3 linner radius RRI_EM
100.0D-3 louter radius RRE_EM
1000.0D-3 Theight HEIGTH_EM

La regione conduttiva viene suddivisa in un numero N_SECTIONS di sezioni in dire-
zione assiale; Ogni sezione viene scomposta in direzione radiade in un numero
N_LAYERS di strati concentrici. Inoltre ogni anello € suddiviso lungo la direzione azi-
mutale in un numero N_SECTORS di settori di uguale apertura. Maggiori dettagli relativi
ala creazione della mesh sono riportati nella sezione 4.1. | parametri N_SECTIONS,
N_LAYERS e N_SECTORS della suddivisione vengono immessi nella sezione “data of
the mesh of the conducting region”:

data of the mesh of the conducting region

16 IN_SECTORS
7 IN_LAYERS
11 IN_SECTIONS

Se la geometria della hilletta oppure la mesh utilizzata non sono variate rispetto ala
corsa eseguita precedentemente non e necessario aggiornare i coefficienti geometrici del
problema elettrico, con un notevole risparmio in termini di tempo di calcolo. Tae infor-
mazione viene trasmessa a codice mediante |a seguente sezione.

are the mesh or the geometry of the electric problem
modified with respect to the last run?
0 II_MOD_EM (1=yes)
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| dati geometrici degli avvolgimenti che impongono il campo esterno vengono immessi
nella sezione “ data of the inducting coil” e “data of the tape”

number of inducting coils

6 INCOILS

data of the inducting coils

COIL1 COIL2 COIL3 COlL4 COIL5 COIL6

625.0D-3 -625.0D-3 150.0D-3 -150.0D-3 150.0D-3 -150.0D-3 IXXLC
0.0D0 0.0D0 0.0D0 0.0D0 0.0D0 0.0D0 IYYLC
0.0D0 0.0D0 -500.0D-3 -500.0D-3 500.0D-3 500.0D-3 1ZZLC
1.571D0 1.571D0 1.571D0 1.571D0 1.571D0 1.571D0 IFSTEAL
1.571D0 1.571D0 1.571D0 1.571D0 1.571D0 1.571D0 ISNDEAL
1300.0D-3 1300.0D-3 40.0D-3 40.0D-3 40.0D-3 40.0D-3 IRML
200.0D-3 200.0D-3 25.0D-3 25.0D-3 25.0D-3 25.0D-3 1SZL
100.0D-3 100.0D-3 15.0D-3 15.0D-3 15.0D-3 15.0D-3 ISRL

applied fields (centers of the coils)
COIL1 COIL2 COIL3 COlIL4 COIL5 COIL6
0.10D0 0.1D0 0.0D0 0.0D0 0.0D0 0.0D0 IB_APPLIED

Per il lancio di una simulazione e necessario inoltre specificare la temperatura iniziale,
il tempo di ssmulazione, I’intervallo di integrazione iniziale, la massima temperatura am-
missibile (raggiunta la quale la simulazione s interrompe) e la velocita angolare. | para-
metri della procedura di soluzione del problema dinamico accoppiato descritta nella se-
zione 2.3 sono specificati nella sezione “ parameters of the numerica solution procedure’.
In particolare il parametro RES_PERC_VAR_MAX corrisponde al valore Ap ..., dellare-
lazione (31), il parametro RES_PERC_VAR_MIN corrisponde a valore Ap ., dellarela
zione (33), il parametro REDUCTION_FACTOR corrisponde a valore a della relazione
(32) el parametro ENLARGEMENT_FACTOR corrisponde a parametro [3 della relazione
(34). S gpecifica inoltre I'intervallo di integrazione massimo ammissibile ai fine
dell’immagazzinamento dei risultati. || codice assume automaticamente il periodo di ro-
tazione della billetta come intervallo di integrazione minimo ammissibile. Durante la si-
mulazione il codice immagazzina, all’istante di simulazione corrente, o stato elettrico
(ossiai vettori i e ¢) elo stato termico (vettore T) nel files “iandfi 0.txt”, e “temperatu-

re (.txt” rispettivamente.
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E possibile fare in modo che la simulazione che si desidera effettuare assuma o stato
finale prodotto dalla simulazione precedente come stato iniziale ponendo uguale ad 1 il
parametro |_INITIAL_STATE.

initial temperature

300.0D0 IINITIAL_TEMPERATURE

parameters of the simulation

1.0D4 ITIME_FINAL

1.0D0 IDELTA_TIME_EM (initial)

admissible temperature

773.15D0 ITEMP_ADMISSIBLE

angular velocity

0.0D0 IANGULAR_VELOCITY (1) (rpm)

0.0D0 IANGULAR_VELOCITY (2) (rpm)

2000.0D0 IANGULAR_VELOCITY (3) (rpm)

parameters of the numerical solution procedure

1.0D0 IRES PERC_VAR_MIN (percentage variation)
3.0D0 'RES PERC VAR _MAX (percentage variation)
20.0D0 IDELTA_TIME_MAX (maximum time step)
0.5D0 'REDUCTION_FACTOR (reduction factor)
1.2D0 'ENLARGEMENT_FACTOR (enlargement factor)

do you have anon trivial initia solution? (1=yes)
0 H_INITIAL_STATE

Al termine dellasimulazione il codice produce i seguenti file di output

- file “ Tminmax Jzmax_ Ptot.txt”: ogni riga di questo file contiene I’ istante corrente di
simulazione, le temperature minima e massima al’interno della billetta, il salto termico
assoluto, la massima densita di corrente in direzione assiale e la potenza totale iniettata
nellabilletta.

- file*J O T.txt’: questo file immagazzina, per ogni istante di simulazione, le tre com-
ponenti della densita di corrente, la potenza termica dissipata e la temperatura di ogni e-
lemento della discretizzazione. Gli elementi sono individuati attraverso I’indice con cui
sono identificati nel programma e attraverso le coordinate del centro.

- file“iandfi 0.txf”: questo file € composto da una sola riga che contiene I’ ultimo istan-
te di simulazione, le correnti che circolano attraverso le facce della discretizzazione e |
potenziali elettrici in tutti i nodi meno quello di riferimento.

- file “temperature _0.txt”: questo file € composto da una solariga che contiene I’ ultimo
istante di ssmulazione e le temperature nel centri degli elementi (stato termico corrente).

PRIN2005/UNIBO/2006/001 — Settembre 2006 15di 53



PRIN 2005 TrCNOLOGIE INNOVATIVE NEL RISCALDAMENTO AD INDUZIONIE DI BILLITTI IE NASTRI DI ALLUMINIO

Sottoprogetto Unita di BOLOGNA

4. Validazione del modello

4.1 Creazione della mesh e analisi di convergenza

La regione conduttiva viene suddivisa in un numero N_SECTIONS di sezioni in dire-
zione asside; a fine di generare una discretizzazione piu fitta nella regione superficiale
della billetta dove la distribuzione di corrente € caratterizzata da una maggiore variabilita
nello spazio, la profondita delle sezioni varia secondo una serie esponenziae di ragione
modificabile attraverso i parametri interni del codice. Ogni sezione viene scomposta in
direzione radiale in un numero N_LAYERS di strati concentrici. Analogamente a caso
delle sezioni anche la profondita degli strati varia secondo una serie esponenziae di ra-
gione modificabile attraverso i parametri interni del codice. Inoltre ogni anello e suddivi-
s0 lungo la direzione azimutale in un numero N_SECTORS di settori di uguale apertura,
ognuno del quali contenete un elemento prismatico a base triangolare a vertice e
N_LAYERS-1 elementi prismatici a base quadrangolare (trapezia).

| risultati numerici presentati in questa relazione sono stati ottenuti attraverso una mesh
composta da 1232 elementi, suddivisi in 11 sezioni in direzione assiale, 7 strati in dire-
zione radiale e 16 settori in direzione azimutale, come mostrato schematicamente nelle
figure4.1.1e4.1.2.

Figura 4.1.1 — Vista laterale della mesh 16-7-11.

——
Figura 4.1.2 — Vista frontale della mesh 16-7-11.
Tale mesh consente di ottenere la convergenza della soluzione numerica del problema

accoppiato e ettromagnetico-termico. A titolo di esempio nellatabella4.1.1 eriportato, in
funzione del numero di elementi della mesh usata per la simulazione, il vaore di regime
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J " della componente assiale massima della corrente che si stabilisce nella sezione cen-
trale della billetta rotante con velocita 5000 rpm in un campo magnetico uniforme di 0.3
T trasversale dl’ asse. La resistivita e supposta indipendente dalla temperatura per cui il
problema el ettromagnetico e quello termico sono disaccoppiati. Nella sigla che identifica
la mesh sono riportati nell’ ordine il numero di settori azimutali, il numero di strati radiale
e il numero di sezioni assidi. Dalla tabella si deduce il valore di J™ non varia sensi-
bilmente a crescere del numero degli elementi al di sopra del valore adottato. S noti che
il caso esaminato (»=5000 rpm) € a limite dell’intervallo di velocita di interesse pratico
ed eil piu critico dal punto di vista della convergenza a causa del notevole addensamento
di corrente in prossimita della superficie ale alte velocita

Tabella 4.1.1 — Analisi di convergenza (B = 0.3 T, n = 5000 rpm)

mesh numero elementi J M [A/mM2]
12-3-11 396 3.78E+07
12-5-11 660 5.73E+07
16-7-9 1008 6.30E+07
16-7-11 1232 6.40E+07

4.2 Validazione del modello elettromagnetico mediante soluzione ana-
litica

La figura 4.2.1 mostra la distribuzione della componente assiale, calcolata

numericamente, della corrente che s stabilisce nella sezione centrale di una billetta

avente raggio R =100 mm e lunghezza L =1000 mm, rotante con velocita assegnata

n=1000rpm in un campo magnetico uniforme B = 0.3 T trasversale all’asse. Per il

calcolo s é assunto un valore di resistivita p indipendente dalla temperatura e pari a

2.8107° Qm. Tae vaore corrisponde dla resistivita dell’alluminio a temperatura a
ambiente. La figura 4.2.2 mostra la distribuzione della componente assiale, calcolata
analiticamente, della corrente nella sezione centrale di una billetta di lunghezzainfinita e
di raggio R=100mm rotante con lo stessa velocita al’interno dello stesso campo
magnetico. Per il calcolo si e assunto |o stesso valore di resistivitadel caso precedente

Le figure 4.2.3 e 4.2.4 mostrano le medesime quantita delle figure 4.2.1 e 4.2.2
rispettivamente, per una velocitadi rotazione » = 5000 rpm aparitadi campo applicato.

Dal confronto trale figure si evince un ottimo accordo trai risutati numerici ei risultati
analitici relativi a caso piano per entrambi i valori di velocita considerati. Tali valori
costituiscono gli estremi dell’intervallo di velocita di interesse pratico esaminato in fase
preliminare. La differenza quantitativa € attribuibile agli effetti che la richiusura della
corrente sulle testate produce sulla distribuzione al centro dellabilletta
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Figura 4.2.1 - Distribuzione di J, — Risultati Numerici
n=1000rpm, B=03T

axial current density ¥ 10?

y [rm]

R H ARG ______erelOO b 3
01 008 006 004 002 O 002 004 006 0DO0S 01
[m]

Figura 4.2.2 - Distribuzione di J, — Risultati Analitici (billetta infinitamente lunga)
n=1000rpm, B=03T

PRIN2005/UNIBO/2006/001 — Settembre 2006 18di 53



PRIN 2005 TrCNOLOGIE INNOVATIVE NEL RISCALDAMENTO AD INDUZIONIE DI BILLITTI IE NASTRI DI ALLUMINIO

Sottoprogetto Unita di BOLOGNA

axial current density % 10?

53
4

T
L
[}

-01 008 005 -004 -002 O 002 004 006 008 01
¥ [m]

Figura 4.2.3 - Distribuzione di J, — Risultati Numerici
n=5000rpm, B=03T
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Figura 4.2.4 - Distribuzione di J, — Risultati Analitici (billetta infinitamente lunga)
n=5000rpm, B=03T
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4.3 Validazione del modello termico mediante codice commerciale

Per la validazione del modello termico i risultati numerici sono stati confrontati coi
risutati ottenuti mediante il solutore PDE tool di MATLAB.

La figura 4.3.1 mostra, a titolo di esempio, la distribuzione di temperatura, calcolata
mediante il codice, che si stabilisce dopo 60 s all’interno di una billetta soggetta ad una
densita di potenza termica uniforme e ad uno scambio termico convettivo sul contorno.
La figura 4.3.2 mostra la distribuzione di temperatura calcolata, a parita di parametri,
attraverso il solutore PDE tool di MATLAB. Per le simulzioni si sono adoperati i valori
dei parametri riportati in tabella 4.3.1. Da confronto tra le figure si evince la sostanziale
coincidenza dei risultati.

Tabella 4.3.1 — Dati del materiale per la validazione

Potenza termica specifica p =10 MW/m®
Temperaturainiziae Tp=26.85°C
Coefficiente di scambio termico h = 250 W/m?K
Temperaturadi equilibrio lontano dalla parete 7, = 26.85 °C
Conducibilitatermica k=238 W/mK
Calore specifico ¢ = 965 JkgK
Densita di massa y = 2072 kg/m®

Occorre considerare che durante la rotazione della billetta la distribuzione di potenza
iniettata al suo interno non € uniforme bensi superficiale. Al fine di testare I’ accurateza
dei risultati numerici in condizioni piu redistiche si e calcolata la duistrbuzione di
temperatura corrispondente ad una densitd di potenza p =10 MW [m® distribuita
uniformemente su uno strato sottile di profondita & =8 mm disposto sulla superfice della
billetta (sia sulla superfice laterale che sulle testate). La profondita dello strato
corrisponde alla meta dello spessore di penetrazione relativo alla velocita di rotazione di
3000 rpm. La figure 4.3.3 mostra la distribuzione di temperatura dopo 60 s al’interno
della billetta calcolata mediante il codice mentre la figura 4.3.4 mostra i risultati del
solutore PDE tool di MATLAB. Anche in questo caso dal confronto trale figure si evince
la sostanziale coincidenza de risultati.
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Figura 4.3.1 - Distribuzione di temperatura — Risultati Numerici
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Figura 4.3.4 - Distribuzione di potenza superficiale — Risultati MATLAB PDE tool
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5. Risultati numerici

| risultati numerici riportati in questa sezione sono relativi alla billetta in aluminio di
raggio R =100 mm e lunghezza L =1000 mm , rotante con varie velocita all’interno di

un campo magnetico uniforme. 1l numero di avvolgimenti che producono il campo ester-
no puo essere fissato a piacimento al’ interno del codice; ponendo uguale a 6 tale parame-
tro e compilando opportunamente la sezione dati relativa agli avvolgimenti all’interno del
file di input (come specificato nella sezione 3) e possibile implementare il sistema a sei
avvolgimenti riportato in figura 5.1. La coppia di avvolgimenti di dimensione maggiore
produce un campo praticamente uniforme sul volume occupato dalla billetta per cui asse-
gnando corrente nulla agli altri avvolgimenti s realizza la condizione di simulazione vo-
luta.

1500

s 1 - 530 -

400

-

e D

Figura 5.1

| parametri del modello accoppiato el ettromagnetico-termico adoperati nelle simulazio-
ni sono stati dedotti da [Tsalaf1981] ed interpolati (vedi Appendice B); inoltre il coeffi-
ciente di scambio termico, espresso in funzione della velocita alla parete é espresso dalla
seguente relazione [ Dughiero2006]

(5.1) h [W/m? K] = 20 (v [m/s])>>*
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Lafigure 5.2 e 5.3 mostrano, per » =1000 rpm e n=5000 rpm, |’andamento delle li-
nee di campo delle correnti indotte in una sezione assiale della billetta nell’ istante in cui
la temperatura raggiunge i 500 °C. Dalle figure si evince un maggior addensamento della
corrente sulla superficie della billetta alle alte velocita.

Linee di campo del vettore J Linee di campo del vettore J
B=0.3T, n=1000rpm, T, =500 °C B=0.3T n=5000rpm, Ty =500°C

1
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o SeZIOBRFE~Z- b . i __sezioner-z :
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o =1125" | . ¢ =11.25 :
4:___| _____ Llﬂ;_ '".ﬁ_r_r"‘_"i_"rni_j_lg/"_
A e

Figura 5.2 Figura 5.3

Lefigure 5.4 e 5.5 e mostrano, per I’istante in cui latemperaturain un punto raggiunge
i 500 °C, I'andamento della componente assiale J. della corrente indotta nella sezione
centrale della billetta. Nel caso » =1000 rpm il valore massimo di J. € nell’ordine di 17

MAIm?, mentre nél caso n=5000 rpm il massimo & nell’ordine di 40 MA/m?. Tali

valori sono inferiori a quelli riportati nelle figure 4.2.1 e 4.2.3, rispettivamente, a causa
del maggiore valore dellaresistivita corrispondente allatemperatura di 500 °C che provo-
cainoltre una maggiore profondita di penetrazione della corrente all’ interno della billetta
calda
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Figura 5.4 - Andamento di J, nella sezione centrale
B=03T, n=1000rpm, T, =500 °C

axial current density

y [m]

]

Figura 5.5 - Andamento di J, nella sezione centrale
B=0.3T, n=>5000rpm, Ty =500 °C

La figura 5.6 mostra, per I'istante in cui la temperatura raggiunge i 500 °C, le linee di
campo della componente sul piano trasversale all’ asse (piano x-y) della densita di corren-
te J per diverse sezioni poste a varie profondita al’interno della billetta. La figura 5.7
mostra |’andamento del valore massimo del modulo di tale componente in funzione della

profondita. La figura evidenzia il decadimento esponenzide di tale componente
all’ allontanarsi dalle testate.
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Figura 5.6 - Linee di campo della componente x-y del vettore J per varie sezioni

(B=0.3T, n=1000rpm, T, =500 °C)
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Figura 5.7 - Modulo massimo della componente x-y del vettore J in funzione della coordinata assiale

B=03T, n=1000rpm, T,, =500 °C
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Le figure 5.8 e 5.9 mostrano, per I’istante in cui la temperatura raggiunge i 500 °C, la
distribuzione delladensita di potenza nella sezione centrale della billetta. Le figure 5.10 e
5.11 mostrano invece la distribuzione della densita di potenza sulle due sezioni assiali
evidenziate nelle figure 5.8 e 5.9. Tali figure evidenziano una forte dipendenza della di-
stribuzione della densita di potenza dalla coordinata azimutale; tuttavia a seguito di una
rotazione completa della billetta tutte le sezioni assiali sono soggette alle medesime con-
dizioni di riscaldamento e la distribuzione di potenza media in un periodo € uguae per
ciascuna di essa. Lafigura 5.12 mostra la distribuzione sulla sezione assia e della densita
di potenza mediain un periodo.

w10

y [m]

Figura 5.8 - Distribuzione della densita di potenza nella sezione centrale
B=03T, n=1000rpm, T, =500 °C
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w10

Figura 5.9 - Distribuzione della densita di potenza nella sezione centrale
B=0.3T n=5000rpm, Ty, =500 "°C

Sezione A-A Sezione B-B

¥ 100
12

0 5 5 0

Figura 5.10 - Distribuzione della densita di potenza nelle sezioni assiali
B=03T, n=1000rpm, T,, =500 °C
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Figura 5.11 - Distribuzione della densita di potenza nelle sezioni assiali
B=0.3T, n=>5000rpm, Ty =500 °C

n = 1000 rpm n = 5000 rpm

TR s — PP W,

Figura 5.12 - Distribuzione della densita di potenza media in un periodo
B=03T Tyu=500°C
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Nelle condizioni di riscaldamento descritte il flusso medio in direzione azimutale in un
periodo risulta nullo; cio implica che se si trascurano le fluttuazioni in un periodo, di pic-
cola entita a causa dell’inerzia termica del materiae, il profilo istantaneo di temperatura
possiede simmetria assiale. La figura 5.13 mostra la distribuzione di temperatura relativa
al’istante in cui nella hilletta vengono raggiunti i 500 °C. Da essa s vede come
I"uniformita della temperatura decresca a crescere dellavelocitadi rotazione.

n = 1000 rpm n = 3000 rpm n=35000rpm

....... . 500

400

490

4595
4480

1470 - 450

4490
460

4440
4455

4440

4400

430
480

420

475 410

350

400

Figura 5.13 - Distribuzione della temperatura (B = 0.3 T, T, = 500 °C)

La figura 5.14 mostra I’andamento del tempo necessario per raggiungere i 500 °C
al’interno della billetta (tempo di riscaldamento) in funzione della velocita e del campo
applicato. Tale tempo variada un massimo di 993 s aun minimo di 26 s nell’intervallo di
campo e velocita di rotazione e esaminato.

La figura 5.15 mostra I'andamento della potenza totale iniettata nella hilletta
nell’istante in cui vengono raggiunti i 500 °C in funzione degli stess parametri. Tae
guantita non € costante durante il processo di riscaldamento; la figura 5.16 mostra
I”evoluzione nel tempo della potenza totale iniettata nel caso » =1000 rpm € B=03 T
e la figura 5.17 mostra la contestuale evoluzione della massima e minima temperatura
al’interno dellabilletta.
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Figura 5.14 - Tempo di riscaldamento — T, = 500 °C
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Figura 5.15 - Potenza totale iniettata — T, = 500 °C
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Figura 5.16 - Andamento nel tempo della potenza totale iniettata — B = 0.3 T, n=1000 rpm
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Figura 5.17 - Andamento nel tempo della temperatura minima e massima— B = 0.3 T, n=1000 rpm

La figura 5.18 mostra il salto termico assoluto al’interno della billetta (ossia la diffe-
renza tra la temperatura del punto pit caldo e la temperatura del punto piu freddo). La
figura5.19 mostra, atitolo di confronto, la differenza di temperatura tra superficie e asse
nella sezione centrale. Nello stesso grafico sono riportati anche i risultati calcolati me-
diante laformulazione analitica descritta nella sezione 6. Tali risultati sono i buon accor-
do con quelli calcolati numericamente.

350
——02T -—®-03T .
300
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g
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S 100 -
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Figura 5.18 - Differenza di temperatura assoluta
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Figura 5.19 - Differenza di temperatura superficie-asse — sezione centrale
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6. Appendice A: soluzioni analitiche

6.1 Equivalenza formale tra gli approcci lagrangiano ed euleriano

In questa sezione si illustral’ equivalenza formale tra gli approcci lagrangiano ed eule-
riano nell’analisi del problema del riscaldamento ad induzione di una billetta: I’analisi
mostra che la soluzione del problema e ettromagnetico ottenuta nel sistema di riferimento
del laboratorio (approccio euleriano), in cui il campo di eccitazione e stazionario e la bil-
letta ruota a velocita costante € identificabile, tramite una trasformazione di coordinate,
con la soluzione del problema nel sistema di riferimento rotante solidale alla billetta (ap-
proccio lagrangiano), in cui il campo di eccitazione ruota a velocita costante e la billetta &
immobile.

Si considerino le due situazioni illustrate: a sinistra un cilindro conduttore € rotante
(nel vuoto) al’interno di un campo di induzione uniforme e stazionario, mentre a destra
un cilindro conduttore immobile (nel vuoto) e soggetto ad un campo di induzione rotante
uniforme. Supponiamo che le velocita di rotazione siano costanti in entrambi i casi: s
indichi con Q la velocita angolare del cilindro e con w la velocita angolare del campo.
Con riferimento alla soluzione di regime, nel primo caso la densita di corrente indotta ed
il campo di induzione totale saranno stazionari, mentre nel secondo caso saranno rotanti
alla stessa velocita del campo applicato. S noti inoltre che in entrambi i casi il sistema di
riferimento e fisso ed inerziale. Obiettivo del seguito e dimostrare che la soluzione nel
secondo caso e ottenibile dalla soluzione stazionaria dopo la trasformazione in un sistema
di coordinate rotante nel verso opportuno alavelocitaw = Q.

Caso I (approccio euleriano) Caso II (approccio lagrangiano)
Cilindro rotante Cilindro fermo
in un campo stazionario uniforme in un campo rotante uniforme
AAAAAAAAL AAAAAAAA

=
=
+
NS
+

In entrambi i casi illustrati le equazioni rilevanti, nell’ approssimazione QM S e suppo-
nendo il mezzo conduttore lineare, omogeneo, isotropo e avente permeabilita o, Sono:

PRIN2005/UNIBO/2006/001 — Settembre 2006 34di 53



PRIN 2005 TrCNOLOGIE INNOVATIVE NEL RISCALDAMENTO AD INDUZIONIE DI BILLITTI IE NASTRI DI ALLUMINIO

Sottoprogetto Unita di BOLOGNA

Faraday - Neumann [OXE = - 0B (6.2)
Ampere - Maxwell OxB = — HoJ (6.2)

continuita Oa=0 (6.3)
solenoidalitadi B OB =0 (6.4)

Lalegge di Ohm in formalocale assume tuttaviaforme diverse:
Caso 1 Caso I1
J=0(E + vxB) (6.5) J=0E (6.6)

Iniziando dal caso 11, I’ equazione che determinail campo di induzione (anche fuori dal
cilindro) e data da (0x[OxB = — o0 0;B, che andrebbe risolta nelle regioni interna ed e-
sternadel cilindro (in questo caso con o = 0) e raccordata attraverso le condizioni di con-
tinuita delle componenti normali e tangenziali di B sulla superficie del cilindro (dato che
la permeabilita del mezzo e quella del vuoto coincidono). Introducendo il sistemadi Co-
ordinate Cilindriche (r, 6, z) “naturale” con asse z centrato sul cilindro e diretto lungo
|’ asse, tale equazione pud essere scomposta nelle sue componenti, come segue:

r20,(rd,B;) + r 20¢0B; + 8,0,B; — r 2B, — 2 1 209Bg = o0 3;B,
r20,(rd,Bg) + r 20006Bg + 0,0,Bg — r °Bg + 2 1 209B, = o0 9:Bg 611.1)
r20,(rd,B,) + r °0¢9B; + 0,0,B, = o0 0;B,

Ladensitadi corrente indotta nel caso |1, introducendo il potenziale scalare ¢ ed il po-
tenziale vettore A, nel gauge di Coulomb, deve soddisfare la relazione 6™XJ = - O¢ -
0:A, che andrebbe risolta nella regione interna con la condizione sulla solenoidalita di J,
con lacondizione a Jm = 0 sulla superficie del cilindro ed esprimendo A come funzione
di J attraverso la relazione 0°A = — poJ, con la condizione all’ “infinito” imposta dal
campo impresso. In coordinate cilindriche, si ha quindi:

o3 =-00-0A,
O.—l \]9 - _ r—laeq) _ atAG (6”2)

© Nota: se A & unafunzione vettoriale, ) & una funzione scalare ed i versori degli assi sono indicati con e,
gli operatori gli operatori gradiente, divergenza e rotore sono rappresentati in coordinate cilindriche, come
segue;

OW=0We +r g eg+ e, OA =r9,(rA)) + r *0sAg + 0,A,
OxA = (r "0gA, — 0,A0) e + (0-A; — 0:A,) eg + (I 0,(rAg) — I *d6A)) e,
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o™t J=-04 - 0A;

r20,(rd:A,) + r 20g00A; + 0,0,A; — I 2A, — 21 %0eAg = — o &

r0:(rd:Ag) + I °0edeAg + 0,0,A¢ — I Ag + 21 20A, = — Hode (6.11.3)

I 19(roA,) + r 20g06A, + 0,0-A, = — Ho,

Per quanto riguarda il caso I, I’ equazione che determinail campo di induzione (anche
fuori dal cilindro) e data da (0x[0xB = oo Ox(vXxB) — Koo 0B, che andrebbe risolta nelle
regioni interna ed esterna del cilindro (in questo caso con ¢ = 0) e raccordata attraverso le
condizioni di continuita delle componenti normali e tangenziai di B sulla superficie del
cilindro (dato che la permeabilita del mezzo e quella del vuoto coincidono). Analizziamo
ora il primo termine del membro di destra, introducendo il sistema di Coordinate
Cilindriche (r, 6, z) “naturale” con asse z centrato sul cilindro e diretto lungo I’ asse, ed
esprimendo il campo di velocitacomev = — Qreg :

Ox(vxB) = [O0x(— Qreg xB) = Q [Ix(rBe, — rB.e;) =
= Q [(aeBr)er - (ar(rBr) + rasz) € + (aeBz)ez]

Dallasolenoidalita di B, tuttavia, si deduce cher 2,(rB;) + r '9¢Bg + 9,B, = 0 e dunque:
DX(VXB) = (QaeBr)er + (QaeBe)ee + (QaeBz)ez

Pertanto, I’ equazione che determinail campo di induzione puo essere scomposta nelle sue
componenti, come segue

r20,(rd,B;) + r 20¢0eB; + 8,0,B; —  °B, — 2 1 209Bg = —[1o0 Q0eB; + o0 0;B;

r20,(rd,Bg) + r 20e06Bo + 0,0,Bp — r °Bg + 2 r 206B, = —o0 QeByg + o0 9;Be 6.1.1)

r20,(r9;B,) + r %0500B, + 0,0,B, = —Ho0 QeB; + o0 9;B,

Ladensitadi corrente indotta nel caso I, introducendo il potenziale scaare ¢ ed il po-
tenziale vettore A, nel gauge di Coulomb, deve soddisfare la relazione 6™ = vxB — ¢
— 0:A, che andrebbe risolta nella regione interna con la condizione sulla solenoidalita di
J, con la condizione a Jm = 0 sulla superficie del cilindro ed esprimendo A come fun-
zione di J attraverso la relazione 0°A = — oJ, con la condizione al’ “infinito” imposta
dal campo impresso. Analizziamo orail primo termine del membro di destra, nel sistema
di Coordinate Cilindriche:
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= Q (96A,) & + Q (A7) €, —Q 0(rAq) ez — Q d;(rA) e, =

= Q (96A)) € + Q (JoAs) €0 + Q (96A,) e, — Q [3:(rAe) e, + I 'Do(rAg) eg + 0,(rAe) €,] =
= Q (36Ar) & + Q (oAs) eg + Q (B6A,) e — Q [(rAg)

Pertanto, |’ equazione che determina la densita di corrente puo essere scomposta nelle sue
componenti, come segue:

013 = Q06A; — 0:(d + rAg) — OA,
0 1 Jy= Q 06Ag — 1 10e(d + rAg) — 0:Ag

013, = Q d6A, — 350 + rAg) — BA, (6.1.2)
(19,(r3) + r0eJo + 9,1, = 0

Inoltre il potenziale vettore e determinato dalle seguenti relazioni (con la condizione al’
“infinito” impostadal campo impresso):

r20,(roA) + r 20g06A, + 0,0,A; — I %A, — 21 %0gAg = — o J

r20,(rd,Ag) + r °0g0sAg + 0,0;As — I “Ag + 2 1 20A; = — Lok

(6.1.3)
r20,(rd:A,) + r2006A, + 8,0,A, = — Hod,
Si consideri orail seguente sistemadi coordinate, rotante a vel ocita w:
r=r 0' =0+ wt Z=z t'=t
Gli operatori corrispondenti si trasformano secondo larelazionedy, = ' (x Y') Oy :
ar = ar’ ae = ae' az = az’ at = at’ +W ae'

Si noti che gli operatori spaziali sono formalmente immutati. Sostituendo nelle (6.1.1)-
(6.1.2)-(6.1.3) si ha
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| - — - — - —
r 16 I I ! 2 I I ! 2 I ! 2 I
r’(r ar’Br ) + r ae'ae'Br + az’az’Br r Br 2r ae'Be -

= o0 (Q — w) dgB," + Yoo 0¢B/

10, (r'drBe’) + r' 20909 Bg’ + 0,0,Be’ — ' ?Bg’ + 2r' 20gB,’ = (6.1.1'y)
= —Ho0 (Q — w) 0gBe' + Moo 0¢Bg'
10y (rorB;) + ' %0g0¢B; + 0,0,B; = [0 (Q — w) dgB; + Hoo 0:B;

013 =(Q-w) dgA, =0y ('+ r'Ag) — A/
01 = (Q - w) dgAg — ' g (0'+ r'Ag’) — 0rAg'
0 Y =(Q - @) dA; 0z (0'+ I'Ag) — BA, (61.2)
oy (I'd) + 1’0’ + 0,3 =0

r0r (FOrA/) + ' 20g0g Al + 0,0,A, — ' °A/ = 21 20gAg’ = — Mo’
9, (r'0rAg') + ' 20g0gAg’ + 070;A¢ — ' °Ag’ + 21 20g A/ = — o' (61.30)
10y ("orAL) + ' 20g0eA, + 020;A; = — HoJ,

Pertanto, seil sistemadi coordinate (non inerziale) e rotante allavelocita w = Q, risulta:

r20.(r'orB,) + ' 20g0eB,’ + 0,0,B, — ' °B,’ — 2r' %0¢Bg’ = [0 0B/’

' 9.(r'd,Bg') + I' 2090gBg’ + 0,0,B¢’' — I' °By' + 2r' 29gB,’ = o0 9:Bg'

(6..10)
r’_lar’ (rar’BZ’) + r'_zae'ae'BZ' + az’az’Bz’ = U.OO- at’BZ,
0 Y =-0p (¢'+ 'Ag’) — OrA/
0.—1 ‘J9’ - _ rr—lae’ (¢r+ rrAe:) _ at’A9’
O.—l JZI - - aZ’ (¢r+ rlAel) _ at'Az’ (6.'.2’9)

rr—lar’ (rr\l’r) + rr—lae’\]er + aZ'JZ' =0

r,_lar’ (r,ar’Ar,) + r'_zae'ae'Ar’ + az’az’Ar' - r,_zAr, - 2 r’_zae'Ae' == l.,I.O Jr,

P0r (FOrAG) + 1 20600Ad + 0,048 — ' PAG + 21 0pA! = — ol (©139)
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r oy (r'orAL) + r'%0g0gA, + 0,0,A, = — ol

| sistemi (6.1.1'q) ed (6.1.3'q) coincidono formamente con i sistemi (6.11.1) e (6.11.3).
Il sistema (6.1.2'q) coincide formalmente con il sistema (6.11.2), quando si ponga

¢+: ¢I + rlAel

Le condizioni di continuita al’interfaccia e le condizioni all’ “infinito” non presentano
problemi di sorta. Pertanto, limitatamente ala distribuzione di densita di corrente e di
campo di induzione, la soluzione nel caso Il (approccio lagrangiano) € ottenibile dalla
soluzione nel caso | (approccio euleriano) dopo la trasformazione in un sistema di coor-
dinate rotante nel verso opportuno ala velocita w = Q. Dunque anche la coppia e la po-
tenza dissipata per effetto joule coincidono.

6.2 Soluzione del problema elettromagnetico

Con riferimento all’ approccio lagrangiano, si consideri un cilindro a conducibilita o e
permesabilita Ll “molto lungo” immobile (nel vuoto) e soggetto ad un campo di induzione
rotante uniforme B4y, = Bo cos(wt)e, + Bg sin(wt)e,. Introducendo il sistema di coordinate
cilindriche (r, 8, z) “naturale’ con asse z centrato sul cilindro e diretto lungo I’ asse, ed
esplicitando i versori e, = cosB e; —sinB eg, e, = SiNB e, + COO eg , S ha

B, (t) = B,Jcos(wt )cos6e, — cos(wt )sin 8¢, +sin(wt)sin B¢, +sin(wt )cosbe, | =
= By[cos(6 - wt e, —sin(B — wt)eg | = % [(ei(e‘“) + e“'(e“*"))ér + j(ej(e“"‘) - e‘j(e‘“"))ée] =

= %[ei(e—wt)(ér + jée)+ e‘i(e—wt)(ér - jée)]: D[Bo e, - jée)e-l'(e-wt)]z D[Bappe—j(e-wt)]

Nello stesso modo rappresentiamo il campo di induzione nella regione interna (pedice

“in”: 0 < r < Rp) e nella regione esterna (pedice “out”: r > Rp) e la densita di corrente
indotta nell’ interno del cilindro:

B, (r,6;t)=0 lgx (r)e‘j(e‘“)J, X =in, out J(r,6;t)=0 L](r)éZ e‘i(e“”‘)J
La densita di corrente indotta deve soddisfare (nella regione interna) I’ equazione [L1xJ =

— 0 0B, dacui OxOxJ = - ¢ 0;0xB = — o 0; J. Tenuto conto della solenoidalita di
J, si ha, nella sola componente z:

r'0,(rdJ,) + r00J, + 8,0, = o0 01,

Sostituendo la rappresentazione data, si ottiene quindi (indicando con D, I’ operatore di
derivazione rispetto ad r)
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7D(rD) = 123 = jujle0 J

posto, come consueto, & = (2/we0) 2 ed k = (1+)/3, risulta jwileo = K> . Quindi, posto x
=Kr, s ha

X'Dy(XD,) ~ (1 +x7)I=0
Tde equazione (Bessel modificata di ordine 1) ammette, per definizione, le soluzioni
11(x) ed Ky(x), funzioni di Bessel modificate di prima e di seconda specie di ordine 1. La

soluzione per J e esprimibile come una loro combinazione lineare, tuttavia la K; é
divergente per x tendente a zero e puo essere trascurata:

J(r) =aly(kr)
Prima di procedere si ricorda che (indicando con Dy I’ operatore di derivazione rispetto a
X): X 11(X) = Y2 [lo(X) = 12(x)], Dxla(X) = %2 [lo(X) + 12(x)], Dxlo(X) = 11(X), Dy(X 11(X)) = X

lo(X), Dyl1(X) = lg(X) = X" I1(x). Determiniamo ora il corrispondente campo di induzione
nell’interno del cilindro, tramite larelazione— ¢ 0B = [OxJ :

- 0 0Bin= (I"0eJ)e; = (8:J)eo
Sostituendo la rappresentazione data, si ottiene quindi

—jwo Bin= (-] r_lg)er — (DiJ)eg
ovvero, notalaformadi J.

_i[}_](r)m d\_]_(r)A 0_ bﬂl(x)m diy(x), O_
Bin(r)_jwo_%r_Jer-" dar eeE_aK HX le + ax o~

= J'aﬁ [0 0<) =1, ), = (1o 06<)+1,(x))iéo] =

2K

= ja% [lo(x)(ér - jée)_ IZ(XXér + jée)]

Per risolvere il problema esterno si introduce il potenziale scalare magnetico ), definito
dallarelazione Hyy: = -0 = - 0, e, — r‘laqu €g € rappresentato tramite la relazione

w(r,6;t)= Ow(r)e @)|. Dalla solenoidalita del campo di induzione si ottiene quindi
[ Y = 0 edunque:
rD(rD) ~r“w=0

la soluzione di tale equazione e datada ) (r) = Cyr + C; !, che corrisponde ad un
campo di induzione nella regione esterna pari a

Bou () == Ho(C1—Car ) e +jUo(Cr+ Cor Y)eg =
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_ . _2 .
== HoCx (er —Jeg) + HoCa I “(e; + ] €q)
che va adattata ala condizione dl’” “infinito” Bou(r — ) - Bgyp , fornendo — poCy = Bo.

Le espressioni per il campo esterno e per il campo interno vanno adattate inoltre ala
condizione di interfaccia in r=R, che, in questo caso, s riduce alla semplice continuita:
Bi, (=Ro) = Bou (r=Ry). Posto xo = KRy, s ha

%auo 1(X0)_B +U02 0 _ | 2kB,,
KXo Ro 0 %':1 Juolo(xo)
U
EM = _j - UOCZ D_HOCZ - BORS IZ(XO)
% K dxg ° R g Io(xo)

La soluzione del problema elettromagnetico nel sistema di riferimento lagrangiano e
quindi data da[Perry1978]:

_  2KB,
%)= Juolo(R

0) I (kr)

B, ()= %O)[@o(m)—lz(m»er ~ (olr)+1, (kr))i,

Boc )= 0% O)%o( Ro)-10 (m)% E(mm (KRO)E%D

Nel sistema di riferimento euleriano J e B sono stazionari, quindi possono essere

espressi specializzando le relazioni sopra esposte per t = 0, tenendo presente che in tal
caso s ha

éx"'jéy :(ér+jéekje O éx_jéy :(ér_jéek_je
Bapp(t =0)= D|_Bo(ér - jée)e_jeJ: D[Bo(éx - jéy)]: Boe,

[2kB, (kr)e™®

J(r,6)=D[ itolo(KR) D (6ED)
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- D Bo [ A _ VN _Je _ '~ VN _]e D:
Bin(r1e) DHO(TR) !O(Kr)(er Jee)e IZ(Kr)(er +Je9)e ]E

-0 %0(57&0) o ()6 - i, )1, (r ), + J'?=y)e_"29]§= (6.E2)
O B, | -j28 i26 -
=07 o)t ™k, - ), |

By (1,6)= 0020 B (R, )6, — 16 Jo 1 — K21 (kR )6, + o Jo 1o =
out \I's EO(TR) o N&¢ ) 2 2K A& ) hs

R2 o

_ o a ia 26 /——

570( )ﬂb(KR )(e r2 IZ(KRO)(ex +Jey %
=DB'370 (kR )_&| (R, e 2 3, -, (kR )+R_3| (kR, e 2 He %
ﬂO(KRO) 0 0 r2 2 0 X 0 0 rz 2 0 yﬁ]
(6.E.3)

La densita di potenza dissipata (mediata sulla coordinata 0) risulta quindi pari a
(I’ asterisco denota la coniugazione):

w(r)= |Q(r12 - 2|K|2 By g h (kr ), (ie*r) (6.E.4)

20 o H’-o lo (KR Jo (KR,

Mentre ladensitadi potenza dissipata localmente € data da

w(r.0)= ||J(r o) 1 B, gh(l Jkr)e ke (e r)e’e| (6E5)

OFUO o(KRo) O(K* Ro) ‘

Lacoppia el ettromagnetica (per unitadi lunghezza) e data da

R,

C=1(2 J —‘E |n __|nr — | | _
Inrdrﬂree J’2 Trdr ———- —wIZ dr

2K R 1(kr ) (k*r
& %ﬁfmdnoééﬂiiéo
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Dala Drli(kr)lo(k*r)] = Kr lo(kr)lo(k*r) + rly(kr)k*l1(k*r) e considerando anche la sua
coniugata, si ottiene la seguente relazione

Di[K*r 11(Kr) lo(K*T) = Kr lo(Kr) 11(K* )] = (K*2 = K1 13(Kr)12(K*T)

utilizzando laquale I’ integrazione € immediata:

_ 2n[B, é (KRl (KRyo) , KRl (K*R)0 (E.6)

EHHO Elo(KRo) |0(K*Ro) E

A titolo di esempio, nelle figure 6.2.1, 6.2.2. € 6.2.3 si riportano le mappe della densita di
corrente assiale, della densita di potenza dissipata media e della densita di potenza
dissipata localmente, valutate tramite le (6.E.1), (6.E.4) ed (6.E.5) per una billetta di
alluminio (conducibilita elettrica costante ¢ = 20 MS/m) di raggio Ry = 100 mm, che
ruota in un campo uniforme di 0.3 T ala velocita di 1000 rpm. Il valore massimo della
densita di corrente & pari a 22.8 MA/m2. 1l valore massimo della densita di potenza
dissipata media € pari a 13 MW/m3. Il valore massimo della densita di potenza dissipata
localmente & pari a 26 MW/m3. La potenza complessivamente dissipata, per unita di
lunghezza, risultain questo caso pari a111.4 kW/m.

Densita di corrente assiale J [A/m2] %107
01 EEmsmsmsmamn
2
0.03}
15
0.06 - EEEEEEEE R e e e e e
004t 1
002 05
E ot 0
-
002 e e e e e e e e e e
O R A i M AN ARARRREIRERURURURNSRARARARARARIRURMRRRRRRRRRRRARRISSOOCD . EAASOSURR .
-0.06
15
008}
-2
01

01 -008 -006 -0.04 -002 0 002 004 008 008 0.1””
x[m]

Figura 6.2.1 - Mappa della densita di corrente assiale, valutata tramite la (6.E.1) per una billetta di
alluminio (0= 20 MS/m) di raggio Ry = 100 mm, che ruota in un campo uniforme di 0.3 T alla velocita di
1000 rpm.
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01F-

0.06

004

002l

Densita di potenza dissipata localmente [VW/m3]

%107

25

i 1
01 005 0 0.05
X [m]

01

05

Figura 6.2.2 - Mappa della densita di potenza dissipata localmente, valutata tramite la (6.E.5) per una
billetta di alluminio (0= 20 MS/m) di raggio Ry = 100 mm, che ruota in un campo uniforme di 0.3 T alla

velocita di 1000 rpm.

Densita di potenza dissipata media [VW/m3]

1 Il I |
01 008 006 -004 002 0
x[m]

1 Il I | 1
002 004 006 003 0.1

%10

Figura 6.2.3 - Mappa della densita di potenza dissipata media, valutata tramite la (6.E.4) per una billetta
di alluminio (0= 20 MS/m) di raggio Ry = 100 mm, che ruota in un campo uniforme di 0.3 T alla velocita

di 1000 rpm.
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6.3 Soluzione del problema termico

S considera ora il problema termico in fase transitoria sulla sezione del cilindro.
Indicando con £ la conducibilitatermica, y ladensitadi massa, c il calore specifico ed hiil
coefficiente di scambio termico alla parete (costanti), le equazioni rilevanti sono:

Fourier q=-k0T
. . . 0
bilancio termico 3 (ycT)+ Olq=6G
convezione qlwai =h (T —Tta) n
condizioneiniziale T({t=0)=Tia

Dove Tiy indica la temperatura ambiente ed il termine di sorgente G é dato dalla (6.E.4)
assumendo che la densita di potenza sia sensibilmente costante nel tempo per 0 <t < tyy,
e che per t >ty il riscaldatore sia spento.

K|2 Bo l (kr ), (kr)
G(r1)= éizlo o g lo(kRo Jo (<R, Ot tor (6.T.1)
0 0> Ly

Introducendo il sistema di coordinate cilindriche (r, 8, z) “naturale” con asse z centrato
sul cilindro ediretto lungo I’ asse, ed esplicitando |la componente radiale, si ha:

1oQorg yeor _G

bilancio termico - —
rorf orf k ot &k

oT

condizione al contorno —kE r=Ry,t)=h(T(r=Ry,t)- T, )
condizioneiniziale T(r,t=0) =Ty
simmetria %—T r:O,t):O

Introducendo la sovratemperaturadad = T — T¢4. ed il numero di Nusselt Nu = hRy/, S
ottiene:

bilancio termico ——H‘—B:__—_
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condizione a contorno — = Ro’t)*' S(r =Ry,t)=0
condizioneiniziae 8(r,t=0)=0
smmetria % r=0,t)=0

La sovratemperatura puo quindi essere sviluppatain serie di Fourier-Bessal:

s(r,t>=Zem(t)J0§:mRLﬁ 672)

dove le costanti a,, (m intero positivo) sono definite come le soluzioni dell’ equazione

trascendente
Om J1(0m) = Nu Jo(a) =0

e dove Jo(X) ed Ji(x) sono le funzioni di Bessel di prima specie di ordine O ed 1,

rispettivamente. Lo sviluppo € completo [Arfken1985] e il sistema di funzioni scelto per
lo sviloppo € ortogonale in [0, Ro]. Infatti, si ha[Gradshteyn1980]:

R, 1
r r - R2 -
'([JOE]m Ry E]O%n Re Er dr RO'([)'JO((X mx)JO(O(nx)x dx

R2
= ('12—0('12 [amX‘Jl(amx)‘JO(a nx)_ a,xJg (GmX)Jl(G nx)]%):

m~ “Yn

= GZR_SGE [GmJl(Gm)Jo(Gn)_an ‘Jl(an)‘JO(am)]:

R3 _
T2 5 2[NUJO(Gm)‘JO(Gn)_NUJO(O‘n)Jo(Gm)]:Q if m#n

m -~ Yn

Roz r 212 Rgzz 2 2 1R32 2
IJO%m—Erdr=ROIJO(O(mX)XdX=7[X Jo(cxmx)+x ‘Jl(amx)]0=7["]0(am)+‘]l(am)]
0 0

Ro

La condizione di ssimmetriadel problema e rispettata e, inoltre, la scelta delle costanti o,
e tale per cui la condizione a contorno diviene un’identita (s ricordi che, indicando con
D, I’ operatore di derivazione rispetto ax, si ha DyJo(X) = — J1(X) € Dx(x J1(X)) = X Jo(X)):
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09
ar r—Ro’t)"' R 19(r—Ro’t) Z@ (t)D' mJl(a )"' o(a )D—
0

Infine, & possibile dedurre coefficienti dello sviluppo (T.2) per proiezione:

On(t)= RS[JS(Gm§+J12(Gm)] ls(r’t)JOEJmRLoﬁdr

Introducendo anche per il termine di sorgente lo stesso tipo di sviluppo

o gm(t)JEJ ong gm(t)—2 it:;)J %Jz(a?)]dr

si ottiene quindi, per ognuno dei coeficienti, una equazione differenziae ordinaria

N . ye d g (t)
9 t —0 m
bilancio termico R2 () P ()
condizioneiniziae 0,(=0)=0
K (1)

t
Lacui soluzione & data da: G)m(t):'[dTng(T)e YeR;
0

Il problema termico ammette quindi la seguente soluzione

G(,1) E] ROE}E’ ROE 9 (6.T.3)

o, )+ (a,,)

2 "
T(r,t)=T, +R—S 'c[ ar'r Idr

m=.

dove il numero di Nusselt € definito da Nu = hRy/k e dove le costanti a,, (m intero
positivo) sono definite come le soluzioni dell’ equazione trascendente: o, Ji(0m) — Nu
Jo(Gm) = 0.

Infine, sostituendo la (6.T.1) nella (6.T.3) s ottiene:
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0
O FJEJ eyCR 0<t<ty
] =
D kaz( ) _ka;ZtH
r J Ex YeRs —g Yo t>t.,
m=! RO E

dove le costanti I, sono date da:

J mL
N . 2 )

La convergenza numerica della serie (T.4) puo essere verificata utilizzando la soluzione
di regime (per torf — 0):

Tt = o)=T,, + FBOgEkI ((KR,) , K1 (R, )%+ 1 %ga Iy (kr)o(r) O

ho HJO o(KRo) lh(Ry) [ ko lo(KRo o (K*Ro)[

(6.7.5)

T(r,t)

(6.7.4)

E possibile inoltre determinare due parametri importanti del processo di riscalda
mento: latemperaturamediaed il AT traparete ed asse; si ha dunque:

D

ka?
> 2r ot
IZTlrdrT(r t) o H Tfar+z—mJ1(Gm)§—ey°R° E 0<t<ty

— . (6.7.6)
el m( off — ) _kLmz
0 ar m ‘]1( m) -€ yCROt H t> 1:off
_1 z

(MH==

D

-2
ézr Bu(en)- 1]%WR2

) _kaiﬁlth
rm["]o(am)_l]é_e YeRo E 0<t<toff

AT()=T(Ro.1)-T(O,1)=1 A 6.1.7)
T e YRS

E t> 1
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A titolo di esempio s riportano nella figura 6.3.1 le curve relative al AT ed a tempo di
riscaldamento ty, valutate tramite le (6.T.4) ed (6.T.7) per una hilletta di alluminio
(conducibilita elettrica 0 = 20 MS/m, densita di massa y = 2702 kg/m3, conducibilita
termica k£ = 238 W/mK, calore specifico ¢ = 965 JkgK) di raggio Rp = 100 mm, che ruota

in un campo uniforme di 0.2 + 0.5 T allavelocita di 1000 + 6000 rpm fino a raggiungere
latemperatura massimadi 500°C.

deltaT[K]

I I
047 _________ ? 6 _______

05

B[T]

: . . . i 30
02 i i TR — i i i 1 1
1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000 5500 6000
rpm
tempo [s] per il raggiungimento di 500°C
05 ' ' ! ! ! . .

@ | o
T T
| | | 200 |

T 250 H

T~ 30—
2 i i i i i i i Sg————— |
1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000 5500 6000

rpm

Figura 6.3.1 - curve relative al AT ed al tempo di riscaldamento 1,5 valutate tramite le (6.T.4) ed (6.1.7)
per una billetta di alluminio (conducibilita elettrica 20 MS/m, densita di massa 2702 kg/m3, conducibilita
termica 238 W/mK e calore specifico 965 J/kgK) di raggio 100 mm, che ruota in un campo uniforme di 0.2
=0.5 T alla velocita di 1000 + 6000 rpm fino a raggiungere la temperatura massima di 500°C.
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7. Appendice B: Proprieta dell'alluminio

Come riferimento bibliografico per la densita di massa, il calore specifico, la
conducibilita termica e la resistivita elettrica dell’adluminio s e utilizzato [Tsalaf1981].
Ladensitddi massasi & assunta costante e pari a 2702 [kg/m’], mentre il calore specifico,
la conducibilita termica e la resistivita elettrica sono state interpolate con un polinomio
del sesto grado nel range di temperatura 273 + 873 K, secondo larelazione:

6
g(T) - ZKnE T _1?
gref n= ref
dove g rappresentail calore specifico, la conducibilitatermica e laresistivita elettrica.
La tabella mostra i valori del riferimenti e dei coefficienti utilizzati per I'inter-
polazione (T, = 273 K). Le figure 7.1, 7.2 e 7.3 mostrano gli andamenti delle

interpolanti e dei dati originai per il calore specifico, la conducibilita termica e la
resistivita elettrica dell’ alluminio.

(7.1)

g resistivita conducibilitatermica calore specifico
[Qm] [W/mK] [JkgK]

Ores 2.5E-8 236 880

Ko 1.000312759749250  0.999769837560507 0.999702696434383
K1 1.135425588377980  0.060667301378999 0.261747306481993
Kz 0.682560681423638  0.065490501307068  -0.809838793182280
Ks -1.565362218767400  -0.405364622769412 1.600159353052730
Ka 1.605338987894350  0.427533970156219  -1.329045734135430
Ks -0.711326891498175  -0.183523698302452  0.496723379648756
Ke 0.113163725312916  0.028399560280377  -0.068657696407172
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1250

1200

+ Specific Heat [JkgK]

1150
interpolazione

200 300 400 500 600 700 800 900
Temperature [K]

Figura 7.1 - Interpolante e dati originali per il calore specifico dell’alluminio.

+ Thermal Conductivity [W/mK]

interpolazione

210
200 300 400 500 600 700 800 900

Temperature [K]

Figura 7.2 - Interpolante e dati originali per la conducibilita termica dell alluminio.
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+ Resistivita
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interpolazione
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[Qm]
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0.E+00
200 300 400 500 600 700 800 900

Temperature [K]

Figura 7.3 - Interpolante e dati originali per la resistivita dell’alluminio.
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