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Circuiti del secondo ordine

Circuiti del secondo ordine: circuiti il cui stato & definito da due
variabili X,(t) e X,(t)

Per un circuito (non degenere) del secondo ordine le equazioni di
stato hanno la forma

[ dx

d—t1 - allxl (t) + a-12)(2 (t) + fl (t)
<

dx

d—'[2 =8, X, () +a,,X, (1) + 1, (t)

f,(t) e f,(t) sono delle combinazioni lineari degli ingressi




Circuiti del secondo ordine

| circuiti non degeneri del secondo ordine contengono due bipoli
dinamici (condensatori o induttori) # si hanno tre possibilita:

Doppio bipolo resistivo

Circuiti resistivi associati

Circuiti con un induttore e un condensatore (1)

Il circuito € costituito da un doppio bipolo resistivo (formato da
componenti lineari e generatori indipendenti) con le porte collegate a
un induttore e un condensatore
Se il circuito non & degenere il circuito resistivo associato ammette
un’unica soluzione = & possibile fissare i valori di I, e di V.

il doppio bipolo ammette la rappresentazione ibrida

Per il teorema di rappresentazione del doppio bipolo, le equazioni
della parte resistiva del circuito sono

Vi (t) = hy 1, (1) + hy,v, (1) + Vg, (1)
L, (1) =hy (1) +h,, v, (1) —lg, () o
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Circuiti con un induttore e un condensatore (2)

Inoltre si ha

) . di,

L=—1, Vv, =V, _Ldtd

Ve

vV, =V, I,=—1.=-C—=

2 C 2 C dt
Quindi le equazioni di stato sono
di h, . h V., (t
d_tL:_%IL(t)‘FfVc(t)"' a®
dv, t
W_ L(t)__ c(t) Gz()
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Circuiti con due induttori

Per un circuito non degenere con due induttori, il doppio bipolo &
comandato in corrente (# il circuito resistivo associato ammette
un’unica soluzione)

- THD

Il doppio bipolo ammette la rappresentazione mediante di matrice di
resistenza
Le equazioni di stato sono

diLl rl H (t)
R URE ORE

dt L1 L1 1 L2 L1
diL2 r-2 r22 GZ(t)
—La oDl ()= -2, (1) +

dt L2 Ll( ) I_2 LZ( ) L2




Circuiti con due condensatori

Per un circuito non degenere con due condensatori, il doppio bipolo é

comandato in tensione (

il circuito resistivo associato ammette

un’unica soluzione)
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Il doppio bipolo ammette la rappresentazione mediante di matrice di

conduttanza
Le equazioni di stato sono
dve, 9y g I, (t)
— == t —iv )+ o)
dt Cl Cl( ) 1 C2( ) Cl
dve, _ 9y g (t)
=y - 92y ()4lell
dt C2 Cl( ) C2 CZ( ) C2

Circuiti del 2° ordine reciproci

Se il circu

h12 = _h21
I, =1
0, =0y

ito & formato da componenti reciproci si ha
fes D -y + el
— dt L
d VC — _2 (t)—— (t) le(t)
‘dt C Yo
(di I r, . v (t
dtLl :_ﬁ L1(t)_%1L2(t)+ Gli()
= <. ! ! !
di, r21 (t) - Iy (t) + ch(t)
\ dt L2 Ll , L2 L2
(dve _ 9y 0, i (1)
==y (t)-=2Lv,, (t)+-—=
Ve 21 22 16,
=— Ve (D) ———==v., (1) +——=
k dt C2 Cl( ) C2 CZ( ) C2




Equazioni risolventi del secondo ordine (1)

In generale la risoluzione del sistema delle equazioni di stato pud
essere ricondotta alla risoluzione di un’equazione del secondo
ordine contenente una sola variabile di stato

Per ottenere I'equazione risolvente si elimina una delle variabili
dal sistema

Mediante una delle equazioni si esprime una delle variabili di
stato in funzione dell’altra variabile e della derivata dell’altra

variabile
Si sostituisce questa espressione nell’altra equazione

Derivazione dell’equazione del secondo ordine in X,

- N

X
- = a, X (1) + a12+ fl ()
2= 2, (1) + a, %, (t)+ £, (1)

~ Ne
Qo o
&lR=

=2 By - L

12 12 12

dx, 1 d°x a,dx 1 df
dt a, dt* a, dt a, dt )

|

d*x dx df
[ Tzl_(an + azz)d—tl"' (anazz o a12a21)X1 (t) - d—tl_ azz fl (t) + a12 fz (t) }

\_
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Nota

Il procedimento non € applicabile sea,, =004a,; =0

Se a,, = 0 nella prima equazione di stato non compare X,(t)
X,(t) soddisfa un’equazione differenziale del primo ordine

Se a,, = 0 nella seconda equazione di stato non compare X (t)
X,(t) soddisfa un’equazione differenziale del primo ordine

Se il circuito € reciproco a;, =0 < a,; =0

In questo caso il circuito si riduce a due circuiti del primo
ordine disaccoppiati
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Equazioni risolventi del secondo ordine (2)

Equazione risolvente in X
d’x,

dx, df
dt? dt

- (an + azz) dt + (anazz - alzazl)xl (t) = d—tl_ azz f1 (t) + a12 fz (t)

Procedendo in modo analogo si trova I'equazione risolvente in X,

d'[22 —(a, + azz)d—t2+ (8,85 — 85,8, )%, (1) = d—t2+ a, fi(0)—-a, 1, (1)

Le equazioni del secondo ordine relative alle due variabili di stato
differiscono solo per i termini noti
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Equazioni risolventi del secondo ordine (3)

Le due equazioni possono essere scritte nella forma

d>x dx. .

L 20—+ () = F (t 1=1,2
dtz dt 0 |( ) |( ) ( )
2o0=—(a,, +ay,)=—1tr(A) _|:a11 alz}
o, = a,,a,, —a,,a,, = det(A) &, Ay

o = coefficiente di smorzamento
®, = pulsazione naturale
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Espressioni delle variabili di stato

| primi membri delle equazioni in X; e X, sono uguali

per entrambe le variabili di stato 'equazione omogenea
associata e la stessa

Le variabili di stato possono essere espresse come
X, (1)= XHl(t) + XPl(t)

X, (1) = XHz(t) + sz(t)

Xp;(t) e Xp,(t) rappresentano le soluzioni particolari

Xy (1) e Xy, (1) derivano dall'integrale generale della stessa
equazione omogenea
differiscono solo per i valori delle due costanti dipendenti dalle
condizioni iniziali

14




Condizioni iniziali

Per determinare la soluzione occorre associare a ciascuna
equazione differenziale due condizioni iniziali relative al valore
allistante t," di x; e della sua derivata

| valori iniziali delle variabili di stato si ottengono studiando il
comportamento del circuito per t = t,~

| valori all'istante t," delle derivate delle variabili di stato si
ottengono inserendo nelle equazioni di stato i valori delle variabili
di stato all'istante t = {,

[ dx .
d—t1 =a;,X(t) +a,%,(t,) +1£,(t))
de ‘
d—'[2 - a21x1(to)+azzxz(t0)+f2(tg)
ty
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Determinazione della soluzione omogenea

Per determinare l'integrale generale dell’equazione omogenea
associata, si deve risolvere I'equazione caratteristica

A +20A + o) =0

Le soluzioni dell’equazione caratteristica sono dette frequenze
naturali del circuito

Si distinguono tre casi caratterizzati da valore positivo, nullo o
negativo del discriminante A = o’ — o;

soluzioni reali distinte: A>0 < o’ > o,
soluzioni reali coincidenti: A=0 < o’ =0,

. . . 2 2
soluzioni complesse coniugate: A<0 < o <o
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Soluzioni reali distinte (1)

o’ >m<A>0

Le frequenze naturali sono
_ 2_ 2 _
Aoh, =—at, o —m, =—ato,

Se a>0ew, >0,sihaoy<aequindil, A, <0
Il circuito & asintoticamente stabile
In questo caso si dice che il circuito € sovrasmorzato

Integrale generale dell’equazione omogenea associata:
Xy (1) = klieklt T kziek2t

Integrale generale dell’equazione completa:
X (1) = k€™ +kye" + Xy (1)
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Soluzioni reali distinte (2)

Le costanti k,; e k,; si determinano imponendo le condizioni iniziali
Assumendo, per semplicita, t, = 0 si ha
%,(0) = ky +kyy +%5:(07)

19X :k1k1i+K2k2i+dXP‘
i dt |, o
dx; dX;
=P I (0) =X, (07
k B dt o dt o 2[ I( ) PI( )]
11 7\'1 —7L2
dx. dx,
L — =P X (0) = X, (07
k B dt o dt o 1[ I( ) PI( )]
2i

7”2 _}*1

18




Soluzioni reali coincidenti (1)

o’ =wm, <>A=0

Il valore comune delle due frequenze naturali &
A=A, =—a
Se a > 0, le soluzioni sono negative

Il circuito € asintoticamente stabile
In questo caso si dice che il circuito & criticamente smorzato

Integrale generale dell’equazione omogenea associata:
X, (1) = (K, +k,t)e™ =(k,; + kzit)e_‘Dot

Integrale generale dell’equazione completa:
X, (1) = (k;; +Kkyt)e™ + X, (1)
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Soluzioni reali coincidenti (2)

Le costanti k,; e k,; si determinano imponendo le condizioni iniziali
Assumendo t, =0 si ha

%,(0) =k, +X5,(0")

1 dx;
dt

X,

O+

L 0"

kli = X% (0) = Xp; (O+)
_ dXi

x| dx,,
21 dt

Lot

+aX(0) = Xp; (07)]

0+
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Soluzioni complesse coniugate (1)

o’ <o, <> A<0

Le frequenze naturali sono

Mk, =—at o —a’ =—at jo,

Se a.> 0, le parti reali di A, e A, sono negative
Il circuito & asintoticamente stabile
In questo caso si dice che il circuito € sottosmorzato

Integrale generale dell’equazione omogenea associata:
Xhi ()= k1ie(_m+jmd . kzie(_m_jmd !

Questa soluzione rappresenta la tensione di un condensatore o
la corrente di un induttore, quindi ha significato fisico solo se
assume valori reali per ogni t

21

Soluzioni complesse coniugate (2)

Affinché x,(t) sia reale occorre che sia k,, =k

Si puo porre
kli :%ej% (A,@i eR, A| 2()) — kzi :%ej@i

Utilizzando la formula di Eulero si ottiene

XHi (t) = ﬁem' .e(_OHjmd )t +ﬁe_jq’i .e(_a_j@d i —

e j(mdt+(pi) + e_j(('odt"'q)i)

- Aieo{ 5 } = Ae ™ cos(m,t +o,)

Integrale generale dell’equazione completa:

X, (1) = Ae™ cos(@yt +¢;) + Xp; (1)

Anche in questo caso si devono determinare due costanti reali
(A; e @;) imponendo le condizioni iniziali
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Soluzioni complesse coniugate (3)

Assumendo t, = 0, si deve risolvere il sistema
(%, (0) = A cos(@;)+ X (07)

9 = —aA cos(@;) — o4 A sen(;) + %

 dt |, dt

N

('Aﬁ cos(¢;) =% (0)— x5 (0") =2

4 _ 1 dXPi ‘ — dXI ‘
A| sen(¢;) = o, { dt ‘0+ dt ‘0+

~af%,(0)~ %, <0+)]} =b

A =+a’ +b’

(arctg(b/a) a>0
01=1szn() a=0
\arctg(b /a)+m-sgn(b) a<o0
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Espressioni delle risposte (1)

Le altre risposte sono combinazioni lineari delle variabili di stato e
degli ingressi

Yi (D) = ¢, % (1) + Cip X, (D) + g; ()
La generica risposta y;(t) pud essere espressa come
Yi() =Y O+ Yp (D)
Ypi(t) € un termine che dipende solo dagli ingressi
Yui(t) ha la stessa forma di X, (t) e Xy,(1)
Quindi tutte le tensioni e le correnti del circuito hanno, a seconda
del valore di A, espressioni del tipo
y.(t) =k, e™ +k,.e™ +y. (1) per A>0
Vi (D) =Ke ™ +kyte™ + yp () per A=0
Y; (1) = Ae™ cos(wyt +@;) + Vg (1) per A<O

24




Espressioni delle risposte (2)

Se il circuito & asintoticamente stabile, per t — oo le componenti y;(t)
tendono a zero (componenti transitorie)

Per t abbastanza grande, cioé per

t>> max[—L,—LJ seA>0

1 2

t>>l seA<LO0
o

(dove >> in pratica significa 5+7 volte maggiore) le risposte si
identificano con le componenti Yp;(t) (componenti di regime)
dipendenti solo dagli ingressi
In particolare

se gli ingressi sono costanti il circuito si porta in regime stazionario

se gli ingressi sono sinusoidali e isofrequenziali il circuito si porta in
regime sinusoidale

25

Risposta di un circuito del secondo ordine

Caso sovrasmorzato

W) Ingresso costante
Y,
Yo+ ke + ke
~
Y,
>
0 ’

26




Risposta di un circuito del secondo ordine

(1) Yot ke + ke

Caso sovrasmorzato
Ingresso costante
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Risposta di un circuito del secondo ordine

Caso sovrasmorzato
4 1(2) Ingresso sinusoidale
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Risposta di un circuito del secondo ordine

A (%) Smorzamento critico
ot cur Ingresso costante
Y.+ke " +kte
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Risposta di un circuito del secondo ordine

A (%) Smorzamento critico
¥ 4 Ingresso costante

Y, +ke ™ +kte™
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Risposta di un circuito del secondo ordine

Ay%t) n Smorzamento critico
YO-W H n Ingresso sinusoidale
|
P k] —(Lt k —(Ll
\UUU ﬂnnn/y(t)+e+2te
ke

kzz‘e_“?"-_ u
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Risposta di un circuito del secondo ordine

Caso sottosmorzato
2 1(%) Ingresso costante
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Risposta di un circuito del secondo ordine

Caso sottosmorzato
Y W) Ingresso sinusoidale
0

Ae'cos(m,+¢)
Ae“'cos(m,1+0)+y, (1)

NAANAANS
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Risposta di un circuito passivo (1)

Un circuito formato da componenti passivi e generatori
indipendenti é stabile

L'equazione caratteristica ha due soluzioni distinte con parte
reale non positiva oppure due soluzioni coincidenti negative,
quindi:

La somma delle soluzioni € non positiva

Il prodotto delle soluzioni € non negativo

| coefficienti dell’equazione caratteristica soddisfano le condizioni
tr(A)=-2a=A,+A, <0 = a=20
det(A)=om, =LA, A, >0
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Risposta di un circuito passivo (2)

Le condizioni precedenti possono essere ricavate anche a partire dalle
proprieta delle matrici R, G, e H di un due porte passivo

Nei tre casi di circuito con due induttori, due condensatori o un
condensatore e un induttore si ha, rispettivamente

I r
tr(A) = -1 -2
Ll LZ
gll 922
tr(A) = —2u_ Iz
(A) cc
h, h
tr(A) = ——L -2
(A) L

Se il circuito e passivo, gli elementi sulla diagonale principale delle
matrici R, G, e H sono non negativi, quindi

tr(A) <0
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Risposta di un circuito passivo (3)

Per un doppio bipolo passivi valgono, inoltre le condizioni

f,+1, ) 9,40, h,+h,
r-11r222( 122 le g11g222( 122 21] h11h222( 122 21)

Queste condizioni implicano che sia

2
a.a 2(a12+a21j
11722 2

Quindi si ha anche

2 2
a12 + a21 a12 B a21
a,,8,, —8,,8,, 2 ( > —apd, =

2

E, di conseguenza,

2
det(A) > (%j >0
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Risposta di un circuito reciproco

Se il circuito € reciproco si puo avere A < 0 solo se i due componenti
dinamici sono un induttore e un condensatore

Dimostrazione:
Il discriminante dell’equazione caratteristica &

1 1
A=a’ - (’35 = Ztrz (A) _det(A) = Z(all + 6‘22)2 o (auazz o a12a21) =

1 >
= Z(an - azz) +4a,,a,,

Per un circuito reciproco con due induttori o due condensatori a,, e a,,
hanno lo stesso segno

il discriminante € positivo
Per un circuito reciproco con un induttore e un condensatore a,, e a,,
hanno segno opposto

il discriminante pud essere positivo, nullo o negativo

Analisi di circuiti del secondo ordine - Riepilogo (1)

Si studia il circuito per t = t,” e si determinano i valori iniziali
(all'istante t = t;)) delle variabili di stato

Si costruisce il circuito resistivo associato per t >t

Analizzando il circuito resistivo associato si ricavano
le equazioni di stato

le equazioni di uscita relative alle (eventuali) altre risposte
richieste

Si elimina una delle variabili di stato dalle equazioni di stato

Si ricava un’equazione differenziale del secondo ordine
nell’altra variabile




Analisi di circuiti del secondo ordine - Riepilogo (2)

Si ricava la condizione iniziale relativa alla derivata inserendo i
valori iniziali delle variabili di stato in una delle equazioni di stato

Si risolve I'equazione differenziale e si determina 'andamento di
una delle variabili di stato

Si ricava l'altra variabile di stato mediante I'espressione che &
stata utilizzata per eliminarla dal sistema

Si determinano le altre risposte inserendo le espressioni delle
variabili di stato nelle equazioni di uscita

(Le variabili coniugate possono essere calcolate anche
sostituendo le espressioni delle variabili di stato nelle equazioni
dei componenti dinamici)
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Analisi di circuiti del 2° ordine — Metodo diretto

Se la componente di regime Yp;(t) pud essere ricavata direttamente
(es. regime stazionario o sinusoidale) & possibile calcolare le risposte
con un procedimento semplificato:

Dalle equazioni di stato si ricava I'equazione caratteristica
M —tr(A)L +det(A) =0
Risolta 'equazione caratteristica, si ricava Yy ;(t)

Si determinano le due costanti contenute in y,;(t) imponendo
che y;(t) = y;(t) + Yp;(t) soddisfi le condizioni iniziali
Se la risposta che si deve valutare non coincide con una variabile di
stato, le condizioni iniziali si ottengono sostituendo
i valori iniziali delle variabili di stato nell’equazione di uscita

i valori iniziali delle derivate delle variabili di stato nell’equazione
ottenuta derivando membro a membro I'equazione di uscita
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Circuiti elementari del secondo ordine

Circuito RLC serie Circuito RLC parallelo

Vi

Y iR i],_ Y i(

vof @ 7 )w ze Ré)vn[, )w C=>v(-

1— o
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Circuito RLC serie

LKE i () =1, (1) =i5(1)
LKV: v (1) +v_ (1) +V. (1) =vs (1)

Componenti:
dv,. V.
t)=C— "
O=C S
dV R l

V. (t) = Rig (t) = RC —<

dt
dl d Ve V(;T(D L >VL

vi(t)=L—

dt dt? C
X
Ve
d’v, dv,
LC +RC —=+v (1) =V (t
i ot (t) =vg(b)
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Circuito RLC parallelo

iR(t)+iL(t)+iC (1) = iG (t)
LKV: v. (1) =V () =V (1)

Componenti:
di
v, ) =L—%
(1) i~ '
iR (t) = VR—(t) = Lﬂ Yz 1 \ AR
R R dt _ R§ . i
i (t)—cd" _LC d’i, s Ve v, Comm | Ve
: dt dt2
CdziL +£d_|_|_| (t)_l (t)
Rdt " G
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Equazione risolvente

Le due equazioni possono essere poste nella forma

d*x dx 2y (1) = 2 f(t) f(t) = grandezza impressa
dt? dt del generatore
Il coefficiente di smorzamento a &

o= 2—F:_ per il circuito RLC serie

= : = per il circuito RLC parallelo
2RC 2C
La pulsazione naturale o, vale
1
0, = Jic

0, € pulsazione di risonanza del bipolo RLC

Il rapporto Q, = 2 e il fattore di merito del bipolo RLC
o
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Risposte di un circuito RLC (1)

Per il circuito RLC serie, il discriminante dell’equazione caratteristica si
annulla se

2
=0, = R—zzi = R:21/£:RC
4L LC C

Rc € detta resistenza critica
Per il circuito RLC parallelo, il discriminante si annulla se

2
=0, = Gzzi = G=21/9=GC
4C° LC L

G é detta conduttanza critica

In termini di fattore di merito, dato che a. e ®,, per un circuito passivo

non possono essere negativi, per entrambi i circuiti si ha
Q) 1
=0, = a=m, => Q=—2=—
200 2
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Risposte di un circuito RLC (2)

|l circuito RLC serie
sovrasmorzato per R > R
criticamente smorzato per R = R
sottosmorzato per R <R

Il circuito RLC parallelo
sovrasmorzato per G > G
criticamente smorzato per G = G
sottosmorzato per G < G,

In termini di fattore di merito, per entrambi i circuiti si ha
caso sovrasmorzato per Q, < 1/2
caso criticamente smorzato per Q, = 1/2
caso sottosmorzato per Q, > 1/2
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Circuiti LC (1)

Come casi limite per R — 0 per il circuito RLC serie e per G — 0
(R — o0) per il circuito RLC parallelo si ha

Circuito LC serie Circuito LC parallelo
v,

R G
oa=——0 oa=——>0
R—>0 = 25 G—->0 = 28
Q=" Q="L—>wx
20 20
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Circuiti LC (2)

Le equazioni differenziali (rispettivamente in V. e i, ) diventano
d*x
t2

+ o X(t) = o f(t)

L’equazione caratteristica ha due soluzioni immaginarie coniugate
— 2 i
A=-0,<0 = A=A, =%]0,
In questo caso si dice che il circuito € senza perdite

L'integrale generale dell’equazione omogenea € una funzione
sinusoidale di pulsazione o,

Xy (t) = Acos(w,t + )
non si annulla per t —» o« ma rimane limitata
il circuito &€ semplicemente stabile

L'espressione della risposta completa &
X(t) = Acos(w,t + @) + X, (1)
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Oscillatore armonico (1)

Se l'ingresso € nullo, i circuiti LC serie e parallelo si riducono al circuito
seguente

i!. Y f('
Oscillatore
L v, Cam |Vc .
armonico

Considerando (per esempio) I'equazione in v, si ottiene

Ve (1) =V, (t) =V}, cos(o,t + ¢y )

Quindi si ha anche

(0 = i () = ~c e
L C dt

La tensione e la corrente sono sinusoidali con pulsazione o,

=0,CV,, sen(ot+ o, ) = %VM sen(w,t + o )
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Oscillatore armonico (2)

Energia accumulata nel condensatore
W (1) = %Cvé (t)= %CV,& cos’ (m,t + @)
Energia accumulata nell’induttore
w, (t) = % Li’(t) = %CV,& sen’ (ot + @, )
wc(t) € massima quando w(t) si annulla e viceversa
Energia totale
W, =w, (1) +w, (1) = %thj

L’energia totale e costante e coincide con i valori massimi assunti da
wc(t) e da w (1)

Si ha uno scambio continuo di energia tra il condensatore e l'induttore

50




Oscillatore armonico (3)

1 V(D) ir(?)

/ w(?) 7 WLf)

IMMAMMAAM
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Oscillatore smorzato (1)

A partire dal valore 0, si incrementa la resistenza del resistore in serie a
L e C o la conduttanza del resistore in paralleloa L e C

A causa della dissipazione nel resistore, I'energia accumulata nel
circuito diminuisce progressivamente e tende a zero pert —

L A J i(- iR f!_ A 4 f(,
VRC R C:)V(' R )VR L >Vf, C:) Ve
Iy
RT = ol Q< GT = ol QY
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Oscillatore smorzato (2)

Inizialmente il circuito & sottosmorzato
I'ampiezza delle oscillazioni decresce come e~

la pulsazione , = +/w, —a’ diminuisce al’aumentare di o

Aumentando a si raggiunge la condizione di smorzamento critico per

a=0, = R:RC:2\/E G:GCZQ\/g

in queste condizioni la pulsazione w, si annulla

a partire da questo punto nelle risposte dei circuiti non sono piu
presenti i termini oscillanti

Aumentando ulteriormente o il circuito diviene sovrasmorzato

al crescere di o, una delle soluzioni dell’equazione caratteristica
tende a —oo mentre I'altra tende a zero

per t — oo la risposta tende a zero sempre piu lentamente
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Luogo delle soluzioni dell’equazione caratteristica

AlmklakQ
a>w, o=0, 0<a<w, a=0

J®,

Re A, A,

o [

Circonferenza
di raggio ®,,
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Oscillatore smorzato (3)

A parita di o, la risposta con smorzamento critico & quella che tende a
zero piu rapidamente pert —

Dimostrazione
In condizioni di smorzamento critico (o0 = ®,,) le risposte del circuito
sono del tipo
Xc (t) — (Cl + Czt) e
caso sottosmorzato
X(t) = Ae™ cos(m,t +¢) con a<w, = a—m, <0
. X (t . C, +C,t _
hmﬁzhm L7 el =
to X(t) o= Acos(m,t + )

caso sovrasmorzato
x(t) =ke" +k,e* con A <-o,<i, =

X (1) lim C,+C,t 0
o (wg+At (wp+A )t
to= X(1) to=ke +k,e

A+o,<0
A+, >0
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Oscillatore smorzato (4)

sovrasmorzato
criticamente smorzato

sottosmorzato
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Oscillatore armonico forzato (1)

Si considera un circuito LC serie con un generatore di tensione

sinusoidale Vi
V, (t) =V, cos(ot +9) i /—\’UW
Se o # ®,, 'equazione in v 7 Y ic
dv, )

i + oV (1) = @ Vg, cos(ot +9) v(,-T CD =)y,
ammette una soluzione particolare
sinusoidale con pulsazione ®

La soluzione particolare puo essere determinata direttamente mediante
il metodo simbolico

1
joC V, .V,
Vep = Vs 1 _ zl—oogLC :wzo_;z
——+ joL 0
JoC
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Oscillatore armonico forzato (2)

Soluzione particolare
2

Vep (1) = OVGM — M cos(mt + 9)
w; —

Integrale generale dell’equazione completa
2

Ve (1) = Acos(o,t + @) + M -cos(wt +9)
w; —

Per la corrente dell'induttore si ha

2
i (tH)=C d(;/t =—0,CAsen(w,t + @) —oC % sen(ot + 9)

0

Le risposte del circuito sono combinazioni di due funzioni sinusoidali
con pulsazioni diverse

In generale le risposte sono aperiodiche
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Oscillatore armonico forzato (3)

4 x(7)

Xox  Acos(w,t+0)

Y

Acos(w 4@ )+x,(7)
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Oscillatore armonico forzato (4)

Se o = ®, 'impedenza della serie L-C si annulla

Nell'analisi con il metodo simbolico si ottiene un circuito assurdo
(generatore di tensione in parallelo con un cortocircuito)

L'equazione differenziale non ammette una soluzione particolare
sinusoidale di pulsazione ®,

Si puo verificare che in questo caso I'equazione ammette una soluzione
particolare del tipo
Vep (1) =Visen(o,t +7v)

. d’v
Infatti, dato che P = 2w,V cos(m,t +7) — o Vtsen(w,t +7v)

£
sostituendo Vp(t) nel’equazione differenziale si ottiene
, V = ®yVem
20,V cos(myt +7) = 0V, cos(o,t+3) = 7
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Oscillatore armonico forzato (4)

L'integrale generale & quindi
V
Ve (1) = Acos(w,t + @) + w(’%t sen(o,t +9)

Se si considera il caso particolare
9=0 (% fase di v(t) uguale a zero)

Ve (0)=0V
: dv,
L (0)=0A = ot =0V/s

O+

(» Risposta nello stato zero)

si ottiene

Ve () = Q)O\/%t sen(w,t)

dve  ®,CVgy ®;CV

i (tH)=C t)+———CM ¢ t
(O=C— sen(,t) +———="-tcos(at)
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Oscillatore armonico forzato (5)

A i.(0) (
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