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Elettromagnetismo quasi stazionario

Equazioni fondamentali

vxE=-8 V-D=p,
ot

VxH:a—D+J V-B=0
ot
ot

Equazioni di legame materiale per un mezzo lineare isotropo
D=¢cE

B =puH

J=c(E+E,)




Elettromagnetismo quasi stazionario

Se le variazioni temporali delle grandezze elettromagnetiche
sono sufficientemente lente € possibile che, in determinate
regioni dello spazio, alcune delle derivate rispetto al tempo che
compaiono nelle equazioni fondamentali siano trascurabili

Quando si verifica questa condizione € possibile descrivere, in
via approssimata, 'evoluzione nel tempo di un sistema elettro-
magnetico facendo uso, istante per istante, di risultati che a
rigore valgono solo in condizioni stazionarie

In questo casi si dice che il sistema in oggetto € in condizioni
quasi stazionarie

Elettromagnetismo quasi stazionario

Un sistema elettromagnetico in condizioni quasi stazionarie viene
descritto mediante equazioni ottenute trascurando alcune delle
derivate rispetto al tempo nelle equazioni fondamentali

Per precisare in cosa consiste I'approssimazione quasi
stazionaria & necessario

specificare cosa si intende per variazioni “sufficientemente
lente”

indicare in quali casi le derivate rispetto al tempo possono
essere considerate nulle e in quali non possono essere
trascurate

Per ottenere indicazioni riguardo ai punti precedenti, pud essere
utile confrontare i potenziali elettrico e magnetico dovuti a distri-
buzioni volumetriche di cariche e di correnti nel caso stazionario
e nel caso non stazionario




Potenziale vettore magnetico

Il vettore induzione magnetica é solenoidale
V-B=0

E’ possibile esprimere B come rotore di un vettore A detto
potenziale vettore magnetico (unita di misura T-m)

B=VxA

La condizione precedente non definisce A in modo univoco:
infatti se si considera un vettore A’ definito come

A'=A+Vo (¢ = generica funzione scalare)
risulta
VxA'=VxA+VxVp=VxA

=0

Potenziale vettore magnetico

Si pud dimostrare (teorema di Clebsh) che un campo vettoriale
€ univocamente determinato se si assegnano in ogni punto i
valori del suo rotore e della sua divergenza

Per definire univocamente A, si deve assegnare anche il valore
della divergenza

Questo grado di liberta verra utilizzato in seguito, quindi per il
momento non si fanno ipotesi sul valore di V-A




Potenziale vettore magnetico

Per il teorema di Stokes si ha

jB~ﬁdS :ijA.ﬁds =§A-Ed|
S S T

La circuitazione di A lungo una linea chiusa I" € pari al flusso di
B concatenato con la linea I'

Potenziale scalare elettrico

Dalla legge di Faraday si ottiene

vxE=-2L o yxp=-2VxA) VX(E+8—A)=O
ot ot ot

Si pud esprimere il vettore E + 0A/0 t come gradiente di un
potenziale scalare V

Il campo elettrico non stazionario pud essere espresso come

somma di un componente conservativo e uno non conservativo
OA

E=-VV—-——=E_+E
at C nc




Determinazione dei potenziali

In un mezzo lineare isotropo omogeneo la legge di Ampere-Maxwell
puo essere posta nella forma

OE
VxB=uJ+pe—
R ot

Si inseriscono le espressioni di B e di E in funzione dei potenziali A e V

VXVXA=MJ+M8£(—VV—6—AJ
ot ot

vV O'A
a e

~V’A+V(V-A)=pJ —pe

O0’A AY%

VA —ue e —V(V-Aﬂ,tsﬁ) =—nJ

Determinazione dei potenziali

Per definire in modo univoco il potenziale vettore si deve ancora
assegnare il valore della sua divergenza

In questo caso conviene imporre la condizione

V-A= —usaa—z/ Scelta di Lorentz

In questo modo si ottiene

O°A oV 0’A
VA —pe e —V(V-AﬂmE):—uJ VA — e e =—nJ

/

—0

Il potenziale vettore magnetico soddisfa un’equazione delle onde non
omogenea
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Determinazione dei potenziali

In un mezzo lineare isotropo omogeneo la legge di Gauss pud essere
posta nella forma

vV.E=Pe
e

Si inserisce nell’equazione I'espressione di E in funzione dei potenziali
A e V, quindi, tenendo conto della scelta di Lorentz, si ottiene

v ovy_CA)_Pe viye VAP
ot € ot €

oV o’V p
V-A=—pe—- Viv-— __Pc
H ot He ot’ g

Anche il potenziale scalare elettrico soddisfa un’equazione delle onde
non omogenea
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Determinazione dei potenziali

Si pud dimostrare che le soluzioni delle equazioni delle onde sono

0*A o dQ,t— I /C)
2A —_ A(P,t) = dt
VA —pue . pJ (P,1) 475! o
o0’V . Jt-r./c
> 4me Moo

La costante C rappresenta la velocita della luce nel mezzo in cui ha
sede il campo elettromagnetico

1

C=——
VHE A/?ldr s
In particolare nel vuoto si ha 20 PQ
1 -
C, = =299792458 m/s P

\ Ho€o
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Potenziali ritardati

JQ,t—r,,/cC
AP D)= (QE=ho /0y Q
47 . FPQ ’."f/oldl' &
Jt-r,/c "pQ . 'pQ
V(P,t) = 1 J‘pc(Q PQ )d’t PQ
47[8 . I’PQ o

A e V sono costituiti dalla somma di infiniti contributi ciascuno dei quali

rappresenta un’onda sferica generata in un punto Q che si propaga con
velocita C

Il campo elettrico e il campo magnetico nel punto P all’istante t non
sono determinati dai valori allo stesso istante t di J e p,

L ’effetto dovuto ad una densita di corrente o di carica in un punto Q

viene avvertito nel punto P con un ritardo proporzionale alla distanza
tra i punti considerati
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Potenziali in condizioni stazionarie

In condizioni stazionarie anche i potenziali sono costanti nel tempo
| potenziali sono soluzioni di equazioni di Poisson

Condizioni non stazionarie Condizioni stazionarie
2 azA 2 _
VA-—pe—=—-uJ VA =-uJ
Pec
>’V p VIV =Tt
V> V—-pe = &
M
JQ,t—r,,/C J
A(P,t) _ H I (Q PQ )dT A(P) :i er
4dr - oo 4 Irg
t—r./c 1 (Q
V(P,t)z 1 J‘pc(Q PQ )dT V(P)=4 jp ( )d’l?
4me ; I‘PQ me rPQ
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Approssimazione quasi stazionaria

Si identifica il campo elettromagnetico all'istante t con il campo
stazionario che produrrebbero delle distribuzioni di cariche e di
correnti con densita costanti pari ai valori assunti all’istante t

AP, = 4“n | J(rQ’t)dr
PQ

4me Moo
L'approssimazione €& accettabile se i ritardi di propagazione sono
trascurabili

E’ necessario che in un intervallo di tempo pari al massimo
ritardo di propagazione che si pud avere all’'interno del sistema
le grandezze elettromagnetiche siano praticamente costanti
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Approssimazione quasi stazionaria

Si considera il caso in cui le grandezze elettromagnetiche variano nel
tempo con legge sinusoidale e quindi si ha

0. (Q,1) = pyy (Q) cos|ot + ¢, (Q)]
J(Q,1) =J,, (Q)cos[ot + ¢, (Q)]

) o = pulsazione
o=2xnf =— f =frequenza
T o
T = periodo

Variazioni di tipo piu generale possono essere espresse mediante
sovrapposizione di funzioni sinusoidali (serie o integrali di Fourier)

Le considerazioni relative al caso sinusoidale possono essere estese a
situazioni piu generali riferendole alla massima frequenza che occorre
considerare
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Approssimazione quasi stazionaria

Se p, varia con legge sinusoidale si ha

pc(Q.t- rPTQ) =pu(Q) COS{w[t — rPTQj + ¢, (Q)} =

= pu (Q)cos|ot + ¢, (Q)|cos (”ZPQ j +py (Qsen[ot + o, (Q)]Sen(m(r:PQ j _

=pu (Q) cos[a)t +0, (Q)]cos 271%0) +pu (Q) sen[cot +0, (Q)]sen(Znt?Dj

T indica il periodo e tj il tempo di ritardo dal punto Q al punto P

T=2"2
(€)) C

Un’espressione analoga vale per J

r
21 tD:P_Q
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Approssimazione quasi stazionaria

Se in tutti i punti del sistema vale la condizione

f
T>>t,=—> VPVQ
C

risulta

cos 27tt?D -1 p.(Q.t —%Q) = pu (Q)cosfot +¢,(Q)]=p.(Q.1)
e 222 )=0  IQI-T) =T, Qcosot +9, Q)= IQY
Quindi si ha

AP,t) = H IJ(Q’t)dr In ogni istante t il campo elettromagnetico
4m s T coincide con il campo stazionario generato
da distribuzioni di carica e di corrente co-

stanti con densita J(Q,t) e p.(Q,t)

L (2@
I

V(P,1) =
4me ] PO
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Limiti di validita

Se la massima distanza tra due punti del sistema & d il massimo

ritardo di propagazione €
d

t _ “Y'max
Dmax ~
C

L'approssimazione quasi stazionaria € valida se, alla massima frequen-
za che interessa considerare, il periodo della variazione delle grandez-
ze elettromagnetiche € molto grande rispetto al massimo ritardo di pro-
pagazione

T>>t
La condizione puo essere posta nella forma

max?’

D max

d_. <<cT= % =\ A = lunghezza d’onda

La massima dimensione del sistema deve essere molto piccola rispetto
alla lunghezza d’onda corrispondente alla massima frequenza che
interessa considerare
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DerivatediBe D

In condizioni quasi stazionarie si approssimano i potenziali con le
soluzioni delle equazioni

t
V2A(t) = —ud(t) V2 V()= - 2
€
Le derivate seconde rispetto a t dei potenziali devono essere trascurabili
ZA 2
g —=0 0 y =0
ot ot

La presenza di queste derivate dipende dalla presenza simultanea delle
derivate temporali di B e D nelle equazioni di Maxwell

Se si annulla almeno una di queste derivate si annullano anche le
derivate seconde diA e V

Le derivate seconde di A e V sono trascurabili se in ogni punto del
sistema ¢ verificata almeno una delle condizioni

oD OB
—=(0 oppure —=0
ot PP ot
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DerivatediBe D

Si considera il caso in cui B e D sono funzioni sinusoidali del tempo

B(P,t)=B,, (P) cos[(ot + Qg (P)]
D(P,t) = D,, (P) cos[wt + ¢, (P)]

In questo caso le loro derivate sono funzioni sinusoidali del tempo con
ampiezza proporzionale all’'ampiezza di B e D
%—]: =—-oB,, (P) sen[o)t + Qg (P)] =oB,, (P) cos{cot + ¢z (P)+ g}

20 —-oDy, (Ppsenfot + 9o P)] = 0Dy, (Phcos at 5P+

In queste condizioni si pud assumere che le derivate siano trascurabili
nelle regioni in cui B e D sono trascurabili
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Circuiti in condizioni quasi stazionarie

In generale, in condizioni non stazionarie il modello circuitale non e
utilizzabile

E non é conservativo

Non si pu0 definire in modo univoco la tensione tra due terminali di
un componente

Non vale la legge di Kirchhoff per le tensioni

J non e solenoidale

La corrente attraverso la sezione trasversale di un tubo di flusso di J
non & costante

Non vale la legge di Kirchhoff per le correnti

Le interazioni tra i componenti di un sistema elettromagnetico non
possono essere descritte in termini di tensioni e correnti

In particolare, non e possibile esprimere la potenza assorbita o erogata
da un componente mediante le tensioni e le correnti ai terminali
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Circuiti in condizioni quasi stazionarie

Se la frequenza é sufficientemente bassa, si pud assumere che nelle
regioni in cui B e D sono trascurabili siano trascurabili anche le loro
derivate

OB . , OB , o
—#0 negli induttori — =0 nelle rimanenti regioni
ot ot

oD , . oD . L
E #(0 nei condensatori E =~ (0 nelle rimanenti regioni

Il sistema puo essere ancora descritto mediante un modello circuitale se
le superfici limite dei componenti vengono definite in modo che derivate
di B e di D siano diverse da zero solo al loro interno

(Ad esempio, non si pud racchiudere in una superficie limite una sola
armatura di un condensatore)

In questo modo, anche le derivate dei flussi di B e di D attraverso le
superfici limite sono nulle

23

Esempio
do¢ _
ot _\.
Induttore :
Resistori
,’____~\ G_B I esistori

> 4 | —=0
% ANt ot >// a]\)

« " g
f" 90, #0 | —=#0
— =0 /
ot Condensatore
Cop duttore Generatore
ideale
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Circuiti in condizioni quasi stazionarie

In condizioni non stazionarie € solenoidale la densita di corrente totale
J costituita dalla somma delle densita di corrente di conduzione e di

spostamento
op,

oD Ved=-—= D

J,=J+— ot V-(J+a—):V-JT:O
ot V-D=p, ot

Nelle regioni in cui la derivata di D é trascurabile (e in particolare

all’esterno delle superfici limite dei componenti) si ha

V-J=0

Quindi, dall’equazione di continuita si ricava che in queste regioni vale

anche la condizione

%c =0

ot
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Circuiti in condizioni quasi stazionarie

Regione esterna:

oB _ oD _
Componenti: re 0e re 0
All'interno delle superfici limite, in ogni punto

e verificata almeno una delle condizioni

OB oD
—=0 oppure —=0
ot PPUIE ot

26




Circuiti in condizioni quasi stazionarie

Nella regione esterna e sulle superfici limite E € conservativo e J
é solenoidale

Si possono definire in modo univoco le tensioni e le correnti ai
terminali dei componenti

Valgono le leggi di Kirchhoff (se si considerano linee chiuse e
superfici chiuse interamente contenute nella regione esterna ai
componenti)

Sono ancora valide le espressioni delle potenze scambiate dai
componenti in funzione delle tensioni e delle correnti che sono
state ricavate nel caso stazionario

27

Condensatore

Ipotesi:
La derivata di D rispetto a t assume valori apprezzabilmente diversi
da zero solo all'interno della superficie chiusa S

La densita di carica assume valori apprezzabilmente diversi da zero
solo sulle armature del condensatore

La derivata di B rispetto a t pud essere considerata ovunque nulla

Superficie limite

g EEEEm———
,.....‘.-..,“
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Condensatore

La corrente di spostamento attraverso la superficie S € nulla

Su S J & solenoidale
La corrente i, € uguale in ogni istante alla corrente ig

§J-RdS =—i, +ig =0 i, =i, =i

All'interno della superficie S il campo
elettrico é identico, in ogni istante, ad
un campo stazionario

Vale la relazione ;:;
b iy
t A
[EXSRVORES
A
29
Condensatore

Dall’equazione di continuita, considerando
la superficie S,, si ha +q

L]

'__,..--(n-...,. (N
e,

. dq
i=—¢J-n,dS=—
j " dt

-y

Combinando le due ultime equazioni

si ottiene la relazione costitutiva del —q
condensatore
\
q(t) = Cv(t) "
i(t)=C— V| =m C

dt

i(t) = ‘;‘3
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Energia di un condensatore

La potenza assorbita da un condensatore pud essere espressa come

. dg
=Vi=v—
P dt

Si assume che per t =0V e g siano nulle
Nellintervallo [0 t,] si fa variare v da 0 a un valore finale V
la carica varia da 0 a un valore finale Q

'energia assorbita dal condensatore nell’intervallo [0 t,] &

ty Q
WE=£v‘;—‘t:'dt:£vdq
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Energia di un condensatore

Se la relazione tra v e q & biunivoca, il valore di W¢ non dipende
dallandamento di v e q durante I'intervallo [0 t,], ma solo dal valore
finale della carica Q

Se la tensione (e quindi la carica) vengono riportate a 0, 'energia W¢
viene restituita integralmente

W rappresenta un energia di tipo conservativo
energia accumulata nel campo elettrico del condensatore

Per un condensatore lineare (% q = Cv) I'energia del campo elettrico
puod essere espressa nelle forme

Q 2

v 1Q*> 1 1 s

W, =|=dg==--=-VQ=—-CV
- !c 2C 2 2
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Energia del campo elettrico

L'energia di un condensatore pud essere espressa anche in funzione
deicampi Ee D

Q

We = Jqu dS
0

La carica sull’armatura S, e data da

Q= jD.ﬁds = jDﬁ.ﬁds
S Sa

L’elemento di area dS individua un
tubo di flusso di D che collega le due armature del condensatore

Si puo esprimere la differenza di potenziale v tra le armature come
integrale di E lungo una linea di campo I" di D coincidente con I'asse
del tubo di flusso

v:jEfm
r
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Energia del campo elettrico

Utilizzando le espressioni di vV e Q e tenendo conto del fatto che il
volume di un tratto infinitesimo di tubo di flusso & dt = t-n dldS si ha

vdq = [E-tdl [dD-fdS =
r Sa

_ ”E-dDE-ﬁdldssz-dDdr

ST

Quindi 'espressione dell’energia &

Q D . . .
W, = _[qu _ '”E-dDdr (to =regioneincuiD e E
0 sono diversi da zero)

Tco

Questa espressione vale anche per mezzi non lineari, purché la
relazione tra D e E sia biunivoca

Si puo dimostrare che queste espressioni dell’energia del campo
elettrico, ottenute nel caso di un condensatore, hanno validita generale
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Densita di energia del campo elettrico

Si puo interpretare come densita di energia del campo elettrico la
quantita

E
_ aWe :jE-dD
dr )

WE
Per un mezzo isotropo si ha
E
w = [ EdD
0

Se il mezzo € anche lineare (D = €E) la densita di energia puo essere
espressa come
1 1 1 D?

W, =—¢E’=—ED=——
2 2 2 ¢
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Densita di energia del campo elettrico

W, corrisponde all’area compresa tra la curva D(E) e I'asse delle ordinate

MY

H >
0 E, 0 E, E

Mezzo lineare Mezzo non lineare
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Forza tra le armature di un condensatore

F = risultante delle forze agenti su un’armatura
F, = forza esterna necessaria a mantenere in equilibrio 'armatura

Si puo valutare F, ( e quindi F) applicando uno spostamento virtuale dx
(nella direzione di F,) al’armatura

Si assume che il condensatore sia

isolato % carica Q costante F F

s g
Il lavoro fornito da F, deve essere = 0 gt
uguale alla variazione dell’energia {i X
accumulata nel condensatore
W e
Quindi si ottiene i

2 2
F:FedeEzd lQ _ 1Q dC: 1V2dC
dx dx\ 2 C
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Forza tra le armature di un condensatore

Lo stesso risultato si ottiene nel caso in cui il condensatore non é
elettricamente isolato ma interagisce con altri dispositivi
(ad es. con un generatore)

In questo caso la carica del condensatore pud variare
Il lavoro necessario per produrre una variazione dQ della carica &

dL; =VdQ
In queste condizioni il bilancio energetico diviene
dL,, +dL; =dW; Fedx+VdQ=d(%CV2)
(L,, = lavoro meccanico, L¢ = lavoro elettrico)
Quindi, dato che Q =CV, si ha
F.dx+V (CdV +VdC) =CVdV +%V dC F.dx = —%V ‘dC
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Forza tra le armature di un condensatore

Nel caso di un condensatore a facce piane parallele la capacita vale

C=}3§
X

Quindi la forza agente sulle armature e

2

Fo Ly dC_LVS 1 e
2 dx 2 X 2

dove E rappresenta il modulo del campo elettrico (uniforme) all’'interno

del condensatore

V
E=—

X
La forza & data dal prodotto dell’area dell’armatura per la quantita

1
P. = ESEZ (pressione elettrostatica)
39
Induttore

Ipotesi:

Avvolgimento costituito da un conduttore filiforme I con sezione As
e conducibilita o

La derivata di B rispetto a t assume valori apprezzabilmente diversi
da zero solo all'interno della superficie chiusa S

La derivata di D rispetto a t pud essere considerata ovunque nulla

.o---*"'-"'-‘--..__S Superficie limite

o.";h’-s\g\
s BSNNEOX
— ¥ 1
o 5' e 3 }:
B 't-.'.‘ ) % K" o~ 4
‘\\ oo sl ¢
‘\‘ ' ,‘-c‘ 8B
aB aD b ~\ ’ p' - i 0
—=0 —=0 o . g ot
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Induttore

J & ovunque solenoidale = la corrente ha lo stesso valore i = JAS in
ogni sezione del conduttore

All'esterno di S E ¢é irrotazionale la tensione tra i terminali A e B
dell’induttore pud essere valutata integrando il campo elettrico lungo
una linea arbitraria I', esterna alla superficie S

B
Vig = |E-tdl
AT,

Superficie limite

OB B # 0
—= ot
ot
41
Induttore
Per il conduttore I" vale la relazione
B B
[E-tdl  [E-tdl
R=4AL AL = [E-tdl=Ri
IJ -ndS I ot
AS O S
B L S
dove R ¢& la resistenza del conduttore & @ _'_5_\3‘
. I‘--‘b\‘ .‘f\‘
: _I:_‘ : ‘|=
K & 4
Dato che all'interno della superficie 2 s af\
S E non ¢ irrotazionale, I'integrale a VAT
~ O

primo membro non ¢ la differenza di
potenziale tra i terminali A e B
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Induttore

Si sottrae e si somma a primo membro l'integrale di E su I’
B B B

[E-tdl- [E-tdl+ [E-tdI=Ri

AT AT, AT,

| primi due termini della rappresentano la circuitazione di E sulla linea
chiusa formatadal' el

B o=,
§E-tdl+ [E-tdl=Ri 20T L.
rur, AT, i 4 ' \%x
Per la legge di Faraday ':E
SSE-tdI:—— NPl

ror, dt -

¢ = flusso di B concatenato con la linea I'UT',
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Induttore

Quindi si ottiene

—((jj—(f+vAB =RI = vy= Ri+d—(p

All'esterno di S B e la sua derivata rispetto a t sono trascurabili

Il valore del flusso e della sua derivata non dipendono dalla particolare
linea I';, considerata

e O
Se il nucleo é realizzato con un T an S
. . , . . y \\
materiale lineare, I'equazione si C\ el / -\-\‘
puod porre nella forma il &
di e ‘ i
: | K @ A
I - ,;c’
N el

L =i9 induttanza dell’avvolgimento T’
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Induttore

Se la resistenza dell’'avvolgimento, R, & trascurabile & possibile
rappresentare il componente con un induttore ideale

di
v(it)=L—
(1) "

~.

Se la resistenza non é trascurabile si puod rappresentare
il componente mediante un bipolo equivalente formato
da un induttore ideale e un resistore collegati in serie

~.

V=M+L9[ ¥

W\
=
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Energia di un induttore

La potenza assorbita da un induttore pud essere espressa come

.. do
=Vi=1—
P dt
Si assume che pert=0i e ¢ siano nulli
Nell'intervallo [0 t,] si fa variare i da 0 a un valore finale |
Il flusso varia da 0 a un valore finale ®

'energia assorbita dall'induttore nell’intervallo [0 t,] &

% do T
WMz'([lEdt:.([ld(p
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Energia di un induttore

Se la relazione tra i e ¢ € biunivoca (cioé se non si ha isteresi) il valore
di W,, non dipende dall’'andamento di i e ¢ durante I'intervallo [0 t,], ma
solo dal valore finale del flusso ®

Se la corrente (e quindi il flusso) vengono riportati a 0, 'energia W),
viene restituita integralmente

W,, rappresenta un energia di tipo conservativo
energia accumulata nel campo magnetico dell’induttore

Per un induttore lineare (» ¢ = Li) I'energia magnetica puo essere
espressa nelle forme
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Energia degli induttori accoppiati

Procedendo in modo simile, si pud dimostrare che nel caso di un
sistema costituito da N induttori accoppiati I'espressione dell’energia
magnetica e

N Pk
W,, :Z J.id(p
k=1 ¢
Se gli induttori sono lineari si ha
1 &, 1S, ., 1T&HSE .
Wy == i@, == Lig += D> My,
243 213 2

k=1 j=1
j=k

Nel caso di due soli induttori accoppiati I'espressione dell’energia €

1 . A
W, :5L1|12+M|1|2+5L2I22
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Energia del campo magnetico

L’energia magnetica di un circuito filiforme puo essere espressa anche
in funzione dei campi Be H

D
W, = Ild(p
0
Il flusso concatenato con il circuito &

cp:jB-ﬁds =jBE-ﬁds
S S

L’elemento di area dS individua un tubo
di flusso di B concatenato con il circuito

Si puo esprimere la corrente i in funzione di H applicando la legge di
Ampere ad una linea di campo y di B coincidente con I'asse del tubo di
flusso

i:§>H-fd|
Y
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Energia del campo magnetico

Utilizzando le espressioni dii e @ e tenendo conto del fatto che il
volume di un tratto infinitesimo di tubo di flusso & dt = t-ndldS si ha

idp=$H-tdl [dB{-AdS =
¥ S

:NH.dBf.ﬁdldssz-dBdr
S vy Tc

Quindi 'espressione dell’energia magnetica €

) B
W,, = Jid(p _ ”H-dBdr (1. = regione in cui Be H
0 sono diversi da zero)

TC 0
Questa espressione vale anche per mezzi non lineari, purché la
relazione tra B e H sia biunivoca (mezzi privi di isteresi)

Si pud dimostrare che queste espressioni, ottenute per un circuito
filiforme, valgono anche per distribuzioni di corrente piu generali
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Densita di energia del campo magnetico

Si puo interpretare come densita di energia del campo magnetico la
quantita

dw,,
dt

Per un mezzo isotropo si ha

B
w,, = =jH-dB
0

Se il mezzo é anche lineare (B = uH) la densita di energia puo essere
espressa come
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Densita di energia del campo magnetico

W,, corrisponde all’area compresa tra la curva B(H) e I'asse delle
ordinate

Y

H >
0 H, 0 H H

Mezzo lineare Mezzo non lineare
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Energia dissipata in un ciclo di isteresi

Nel caso di un mezzo con isteresi, I'energia spesa per creare il campo
(partendo da i e H nulli) € maggiore di quella che viene restituita se la
corrente I, e quindi H, sono riportati a zero

Viene assorbita in modo irreversibile, e quindi dissipata, I'energia per
unita di volume

B, By
W, = [HdB+ [HdB
0T, B, T,

B (H) Densita

di energia
restituita
Densita
di energia
assorbita Densita
di energia
dissipata
» —>
H 0 Hy H
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Energia dissipata in un ciclo di isteresi

Si fa variare periodicamente la corrente in
modo che il materiale ferromagnetico sia
soggetto a cicli di isteresi

Complessivamente in ogni ciclo viene
assorbita, per unita di volume, I'energia

B(H)

wp=$HdB
T

Dissipazione di energia (convertita in calore)

L'energia per unita di volume dissipata
in un ciclo corrisponde all’area delimitata
dal ciclo di isteresi
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Energia dissipata in un ciclo di isteresi

B(H) B(H)

152 21

[y,

deB deB

I, I
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Forza di un elettromagnete

F = risultante delle forze agenti sul’ancora dovute all’elettromagnete
F, = forza esterna necessaria a mantenere I'ancora in equilibrio

Si puo valutare F, (e quindi F) applicando uno spostamento virtuale dx
(nella direzione di F,) all’ancora

Bilancio energetico:

dL, +dL, =dw,,

dL,, = lavoro meccanico compiuto da F, u AF

dLg = vidt = id® = lavoro elettrico s 10
forn | esterni X
(fornito da generatori esterni) | et

® =No =flusso concatenato
dW,, = variazione dell’energia magnetica T T
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Forza di un elettromagnete

Quindi si ha
F.dx+id® =dW,,

Per calcolare F, (e quindi F) si pud considerare una trasformazione
infinitesima nella quale il flusso viene mantenuto costante (d® = 0)

F=F _ AWy _i 122 __lgzd_l‘__lizd_l‘
- dx{2 L 2 L dx 2 dx

© o dx
Il risultato non dipende dalla particolare trasformazione considerata,
infatti nel caso generale si ottiene

d=cost

F_dx +id = d(% Li%)

Fedx+i(Ldi+idL):Lidi+li2dL F :Fe:—lizd—l'
2 2 dx
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Forza di un elettromagnete
Facendo uso della legge di Hopkinson —vp* _
)
R = Ni &4
ko ———---- » P
(R = riluttanza del circuito magnetico) TN ‘-/S
e della definizione di induttanza H AF lo
® No N’ Ho lx
L=—=—=— x+dx
i X | !
N . H=>Ho
si puo esprimere la forza agente sull’ancora YF, \4
nella forma

2 dx 2 R? dx_2(p dx

F__lizdL_lNziz dR 1 ,dR
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Forza di un elettromagnete

Se é possibile trascurare la riluttanza dei tratti formati dal materiale ad
alta permeabilita, R & data la somma delle riluttanze dei due traferri

G 2% F :lq)z R _ o' _ NS
oS 27 dx S 4x*

Se il campo magnetico é uniforme si ha

e _B_

HoS K,

Quindi si pud esprimere F come
1

F = EHOH 2 . 28

La forza & data dal prodotto dell’area dei traferri (2S) per la quantita

1
P, = EMOH > (pressione magnetica)




