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Carica e flusso

Si considera un bipolo e si indicano con v(t) e i(t) la sua tensione
e la sua corrente

Definizione: carica associata alla corrente i(t)

e -y dq(t)
q(t) —_L i(Ddr = 0= i +
Unita di misura: coulomb (C)

Definizione: flusso associato alla tensione Vv(t)

o= [v@de » v =220 |

Unita di misura: weber (Wb)




Carica e flusso - Note

L’estremo inferiore degli integrali € posto a —oo per indicare che si
deve tenere conto dell’landamento della corrente o della tensione
per tutti gli istanti che precedono t

In pratica questo significa che I'integrazione deve iniziare dal
primo istante in cui la corrente o la tensione assume valore
diverso da zero

Formalmente & possibile associare una carica e un flusso alla
corrente e alla tensione di un generico bipolo

Solo in alcuni casi particolari a queste grandezze pu0 essere
attribuita una semplice interpretazione fisica (es. carica su un
conduttore o flusso concatenato con un avvolgimento)

Bipoli resistivi, capacitivi e induttivi

Bipolo resistivo

'equazione caratteristica mette in relazione i valori istantanei
di v(t) e i(t)

fe[V(),i(t),t]=0

Bipolo capacitivo (condensatore)
I'equazione caratteristica mette in relazione i valori istantanei

di v(t) e q(t)
felv(t),q(t),t]=0

Bipolo induttivo (induttore)
I'equazione caratteristica mette in relazione i valori istantanei

di i(t) e o(t)
f i), o(t),t]=0




Condensatori

Condensatore: bipolo la cui equazione caratteristica mette in
relazione i valori istantanei della tensione e della carica

fo[v(t).q(t).t]=0
Condensatore tempo invariante
fe [V(t)1Q(t)]: 0

Controllato in tensione

q(t) = Qv(t)] (t)_dq dQ(v) dv

dv

—C()—

Controllato in carica

W-Vlaw] » g =gl =s@ i

Condensatore (lineare tempo-invariante)

Simbolo Curva caratteristica
qu
vi
i —t .
0 v

Equazioni: q(t) = Cv(t)

dv(t)
dt

(v e I orientate secondo la convenzione dell’utilizzatore)

i(t)=C—~2 v(t) =% [i(mar

C = capacita (unita di misura farad, F)




Condensatore — Proprieta di memoria (1)

v(t) =% ji(r)dr

La tensione di un condensatore all'istante t dipende dal’andamento
della corrente in tutti gli istanti precedenti

il condensatore &€ un componente dotato di memoria

Si considera il comportamento di un condensatore a partire da un
istante iniziale t

Tensione all'istante t,
tO

V, =v(t,) :é [i(mar

Carica all'istante t,
Q, =a(t,) =CV,

Condensatore — Proprieta di memoria (2)

Tensione pert >t

v(t):% Ii(r)dr:% qu(t)dr+%ji(r)dr=vo+éji(r)dr:

Per determinare la tensione per t > t, occorre conoscere
la tensione (o la carica) pert =1,
I'andamento della corrente pert > {,

Il valore della tensione (o della carica) all’istante t, riassume il
comportamento del componente per t <t,




Condensatore — Comportamento energetico (1)

Potenza assorbita:

: dv d|1_.,
P.(t) =v(D)i(t) =v(t)-C P E[E Cv (t)}

Energia assorbita fino all’istante t

w,(t) = [p,(t)de= | %{%Cvz(r)}dtzé(:vz(t):%q C(t)

L’energia assorbita fino all'istante t € determinata se € noto |l
valore allistante t della tensione o della carica

Se C > 0 I'energia assorbita fino all'istantete >0 Vv t

Se C > 0 il condensatore € un componente passivo

Condensatore — Comportamento energetico (2)

Energia assorbita nell'intervallo [t; t,]
t
: 1 1
W, (t,t) = [padt =l () v (t)]| =l ) -’ )]
4

Non dipende dall’andamento di i(t) e v(t) nellintervallo [t t,]
Dipende solo dai valori di v (o di q) agli istanti t; e t,

Per un condensatore passivo (C > 0)
L’energia assorbita nell'intervallo [t t,] &€ negativa se |v(t,)| < |v(t,)]
L’energia erogata nell'intervallo [t; t,] non puo superare I'energia
assorbita fino a t;

W, (t,.t,) =—wa(t1,t2)=§c[v2(t1)—v2(t2)]s%cw(tl)=wa(t1)
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Condensatore — Comportamento energetico (3)

Se Vv(t,) = v(t,) 'energia assorbita nell'intervallo [t; t,] & nulla

Se v(t) non € costante, all'interno dell’intervallo si possono individuare
sottointervalli in cui il |v(t)] aumenta e altri in cui diminuisce

L’energia assorbita quando |v(t)| aumenta & uguale all’energia erogata
quando |v(t)| diminuisce

Il condensatore accumula energia ed € in grado di restituirla
integralmente

La quantita
w, (t) = %Cvz(t)

rappresenta 'energia accumulata nel condensatore all’istante t
All'interno del condensatore non avvengono fenomeni dissipativi
Il condensatore € un componente privo di perdite
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Condensatore — Proprieta di continuita

In un condensatore, se la corrente i(t) € limitata, la tensione v(t) € una
funzione continua del tempo

Dimostrazione: Dato che
1 ¢
v(t) = 5_[0 i(t)dt

la proprieta deriva direttamente dalla proprieta di continuita della
funzione integrale:

i(t) limitata = 3M >0: [i(t) <M Vvt

VvVt e VAt risulta
t+At 1 t+At 1 t+At 1

v(t+At)—v(t):é ji(r)on-sE Hi(r)\drég jMd«;:EMAt

di conseguenza
Lirrz)[v(t+At)—v(t)]: 0

quindi v(t) e continua
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Condensatori in parallelo

LKI i=;ik li ;:"j_)m Cfi},c\&)v\
LKV v=v, (k=1...,N) | T I J-

Relazioni ; _ kdi (k=1...,N)
costitutive dt

e dv dv dv
kZCk (Z )dt Crat

=1 k=1

N condensatori in parallelo equivalgono a un condensatore con
capacita

N
C. =) .C,

k=1
13
Condensatori in serie
N Vi 2
LKV v=>"v, AT VT
k=1 i 5}
LKl i=i (k=1...,N) l ¢

Relazioni 1 ¢.
costitutive Vk:C_I'k(T)dT (k=1,...,N)

Cik j;olk(r)dr —( (::L J ji(T)dT =C—lsj;oi(f)df

=1 k —o0

N
V=
k=

1
N condensatori in serie equivalgono a un condensatore con
capacita

1
N1
¢

k=1 “~k

C, =
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Induttori

Induttore: bipolo la cui equazione caratteristica mette in
relazione i valori istantanei della corrente e del flusso

f i), o(),t]=0

Induttore tempo invariante

f i), o)]=
Controllato in corrente
o0=0li®] » vo-L-22o10T
Controllato in flusso
di _d

9) 99 _ gy

i) = 1[o()] i do
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Induttore (lineare tempo-invariante)

Simbolo Curva caratteristica

(K

vi

vl 81

Equazioni: o(t) = Li(t)

dl(t)

v(t) = L—~ i(t) =% [v(z)dr

(v e 1 orientate secondo la convenzione dell’utilizzatore)

L = induttanza (unita di misura henry, H)

A J
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Induttore — Proprieta di memoria (1)

i(t) :% jv(r)dr

La corrente di un induttore all'istante t dipende dall’andamento della
tensione in tutti gli istanti precedenti

I'induttore &€ un componente dotato di memoria

Si considera il comportamento di un induttore a partire da un istante
iniziale t,
Corrente all'istante t,

I, =i(t,) :% TV(T)d’C

—00

Flusso all'istante t,
D, =o¢(ty) = LI,
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Induttore — Proprieta di memoria (2)

Corrente pert > t,

it) =% [v(z)dr =% j v(r)dr+% Jv(@)dr=1, +%jV(r)dr =

Per determinare la corrente per t > t, occorre conoscere
la corrente (o il flusso) per t =t
I'andamento della tensione pert >t

Il valore della corrente (o del flusso) all'istante t, riassume il
comportamento del componente pert <t,
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Induttore — Comportamento energetico (1)

Potenza assorbita:

: di . dl1l, .,
P (D) =v(D)i(t) = LE'I(t):E{E Li (t)}

Energia assorbita fino all’istante t

2 L

W, (1) = Jpa(T)dT= J%[;Liz(r)}drzéuz(t)zi({) (t)

L’energia assorbita fino all'istante t € determinata se € noto |l
valore all'istante t della corrente o del flusso

Se L > 0 I'energia assorbita fino all'istantete >0 Vv t

Se L > 0 l'induttore & un componente passivo
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Induttore — Comportamento energetico (2)

Energia assorbita nell'intervallo [t; t,]
t
2 1T . 1
W, () = [, @t = Z L () - (t)]= - o’ () — 7 (1)
Y

Non dipende dall’andamento di i(t) e v(t) nellintervallo [t, t,]
Dipende solo dai valori di i (o di @) agli istanti t; e t,

Per un induttore passivo (L > 0)
L’energia assorbita nell'intervallo [t, t,] &€ negativa se |i(t,)| <|i(t,)|
L’energia erogata nell'intervallo [t; t,] non puo superare I'energia
assorbita fino a t;

we<t1,t2)=—wa(t1,t2>=§L[i2<t1)—i2(t2)]s§LiZ(tl):wa(tl)
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Induttore — Comportamento energetico (3)

Se i(t)) = i(t,) 'energia assorbita nell’intervallo [t; t,] € nulla

Se i(t) non & costante, all'interno dell’intervallo si possono individuare
sottointervalli in cui il |i(t)] aumenta e altri in cui diminuisce

L’energia assorbita quando |i(t)| aumenta & uguale all’energia erogata
quando |i(t)| diminuisce

L’induttore accumula energia ed € in grado di restituirla integralmente
La quantita

w,(0) =2 Li*()

rappresenta 'energia accumulata nell'induttore all'istante t
All'interno dell'induttore non avvengono fenomeni dissipativi
L’induttore € un componente privo di perdite
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Induttore — Proprieta di continuita

In un induttore, se la tensione v(t) & limitata, la corrente i(t) € una
funzione continua del tempo

Dimostrazione: Dato che
. 1 |
0= L v(t)dt

la proprieta deriva direttamente dalla proprieta di continuita della
funzione integrale
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Induttori In serie

N
LKV v=>y,
LKl i=i (k=1...,N)
Relazioni B ﬂ -
costitutive Vie= Ly at (k=1...,N)
N d| dl dl
v=> L —%= LA
kZ; (; jdt > dt

N induttori in serie equivalgono a un induttore con induttanza

N
:ZLk

k=1
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Induttori in parallelo

N ® ®
LK i=>, i b

k=1 v L, v L,
LKV v=v, (k=1,...,N)

Relazioni . 1 |
o I, =— V. (t)dt (k=1...,N)
costitutive L, _-[O

_ iLi jvk () —[ N ) jv(r)dr _ 1 Iv(t)dr

k=1 K —o0

N induttori in parallelo equivalgono a un induttore con induttanza
1

N
1
20

k

L, =
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Induttori accoppiati (1)

Simbolo Equazioni
4 _3‘2_ @, (t) = Lji, (t) + Mi, (t)
M @, (t) = Mi, (t) + L,1,(t)
mi b L v, _ di@® |, dip()
g v, (t) = LlT-i_ M TR
V2 (t) — M dll(t) + L2 dl2 (t)
dt dt

L,, L, = induttanze proprie (autoinduttanze)

M = mutua induttanza
| tre parametri si misurano in henry (H)
M|

Coefficiente di accoppiamento: k=
Jub,
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Induttori accoppiati (2)

Per un dispositivo fisicamente realizzabile valgono le condizioni

L>0 L,>0 |M|< L, (#0<k<l)

E’ possibile esprimere le correnti in funzione dei flussi

1, (1) =110, (t) + Ty @, (1) L Iyl L M E
1, (1) =Ty 9, (1) + 1,0, (1) |:FM I } B {M Lj

Espressioni delle correnti in funzione delle tensioni

i(t) =T, jvl(t)dr T, jvz (t)dv

L, (t) =T, j‘vl(r)dr+l“2 jvz (t)dt
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Induttori accoppiati (3)

l| coefficiente di mutua induttanza pud assumere sia valori positivi
sia valori negativi

Il segno dipende dalla scelta dei versi di riferimento

i A iy
e —— —_— —

M{ M b

vi| L, ELz V) V) ng %Lz V)

— — —d ——

a
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Induttori perfettamente accoppiati (1)

Due induttori si dicono perfettamente accoppiati se vale la
relazione

M|=JLL, » k=1

La condizione k = 1 rappresenta una situazione ideale,
realizzabile solo in modo approssimato

M

M Lj diventa singolare

In queste condizioni la matrice {

Non & possibile esprimere le correnti in funzione dei flussi
(o delle tensioni)
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Induttori perfettamente accoppiati (2)

Le espressioni dei flussi possono essere poste nella forma

9. () = Ly (8) + Mi, (t) = L{w) +%i2(t)}

0, (t) = Mi () + Li,(t) = M{I (t)+ II\_/I | (t)} |:I (t)+ 3 | (t)}
Se vale I?Vlcondlzmne

(1) =——I,(t

1,(t) 3 1,(t)

i flussi sono nulli anche se le correnti non sono nulle

Dal punto di vista fisico cio corrisponde al fatto che i campi
magnetici generati dalle due correnti sono tali da annullarsi in
ogni punto

In pratica questa condizione pud essere realizzata solo in modo
approssimato
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Induttori accoppiati — Comportamento energetico (1)

Potenza assorbita;

Pa (D) = vy (D1 (1) + Vv, (D1, (1) =

_L1—|(t)+MOI—|(t)+MCCll |(t)+L |(t)—

_ E{E [LiZ (1) + 2Mi, (0)i, () + L2i§(t)]}

Energia assorbita fino all'istante t:

w,(0) =2 {LiE 0 + 2Mi 01, 0 + iz )]
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Induttori accoppiati — Comportamento energetico (2)

Per un componente fisicamente realizzabile valgono le condizioni
L>0 L,>0 |M|<yLL,

L’energia assorbita fino all’istante t non € mai negativa

wa(t)=%{Llif(t)+2Mi1(t)i2(t)+iné(t) +E\Afzi22(t) Mle (tﬂ

LLL, -
—L{l(m L1| (t)} 2L1 i2(1)>0 Wt

Se valgono queste condizioni gli induttori accoppiati sono un
componente passivo
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Induttori accoppiati — Comportamento energetico (3)

Per due induttori perfettamente accoppiati se valgono le
condizioni

L>0 L,>0 |M|=4LL,

I'energia assorbita pud essere posta nella forma

w, (0 =2 {Li2 0+ 2V, 01,0+ ini(t)]%h{l M " (t)}

Anche in questo caso vale la proprieta
w, (t)=0 WVt

Nelle condizioni indicate il componente € passivo
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Induttori accoppiati — Proprieta di continuita (1)

Per gli induttori non perfettamente accoppiati, se v,(t) e v,(t)
sono limitate, i,(t) e i,(t) sono funzioni continue del tempo

Dimostrazione: Dato che

L(t) =1, jvl(r)dr +1, _t[vz (t)dt
L) =T, jvl(r)dr+l“2 sz (t)dt

la proprieta deriva direttamente dalla proprieta di continuita della
funzione integrale
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Induttori accoppiati — Proprieta di continuita (2)

Per gli induttori perfettamente accoppiati le espressioni delle tensioni
possono essere poste nella forma

(1) = u%{w) +%i2(t)}

d|. M .
V(1) =M — | I (t)+—1,(t
, (1) dt{l() L12()}
Se le correnti sono discontinue ma tali che
I () + % I, (t) = costante

le tensioni sono nulle
Si possono avere discontinuita delle correnti anche in presenza di
tensioni limitate

Per gli induttori perfettamente accoppiati la proprieta di continuita non
vale

34




Induttori accoppiati e trasformatore ideale (1)

In seguito, per semplicita, si supporra di avere scelto i versi di
riferimento in modo che risulti M > 0

Se M =,/LL, leequazioni possono essere scritte nella forma

di (t) di,(t)  df. L,
wo=,L%W, dt-Jﬂm{uo+J;Laﬁ
v () = Jng“U dﬁ”=¢ug§{uo+f%ém}

Ponendo A= /Li da queste equazioni si ottiene
2

wm:q%@M+%u{
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Induttori accoppiati e trasformatore ideale (2)

Due induttori perfettamente accoppiati possono essere rappresentati
mediante un circuito equivalente costituito da un trasformatore ideale

con rapporto spire A e da un induttore di induttanza L, collegato in
parallelo al primario

S N
wm=gd@m+ wﬂ
)
%0 )
i 1.
'1"(t) =—-——1 (t)
L A

- HORNORESA
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Induttori accoppiati e trasformatore ideale (3)

Un dispositivo fisico costituito da due induttori accoppiati pud essere
rappresentato mediante un trasformatore ideale se

I'accoppiamento si puo ritenere perfetto M = ,/LL,
la corrente in L, & trascurabile i] <</

Se le tensioni e le correnti sono costanti si ha

di,
Vl:letlzo v, =Av, =0
Le due porte del dispositivo si comportano come cortocircuiti

Il dispositivo non funziona come un trasformatore ideale
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Induttori accoppiati e trasformatore ideale (4)

Esempio: si assume che le tensioni e le correnti siano funzioni
sinusoidali del tempo

i (t) =1, cos(wt +a)

v,(t) =V,, cos(ot +p) = Ll% =-oLl,, sen(ot + a)

A parita di ampiezza della tensione V,, 'ampiezza della corrente
I,y si riduce al crescere di L, e di ®

Il dispositivo funziona come un trasformatore ideale se sono
sufficientemente elevati i valori

dell'induttanza L,
della pulsazione ®
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Induttori accoppiati e trasformatore ideale (5)

Se gli induttori non sono perfettamente accoppiati si ha
LL,

In questo caso si possono scomporre sia L, che L, nella somma
di due termini in modo che risulti

L1 = L10 + le L2 = Lzo + de M =/ L10 Lzo

Quindi le equazioni diventano

v=L 9 (t) md. 0, G

dt
(0 = mdll(t) duéft)+L2d diéft)
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Induttori accoppiati e trasformatore ideale (6)

Le equazioni di due induttori non perfettamente accoppiati
coincidono con le equazioni di due induttori perfettamente

accoppiati di induttanza L, e L,, alle cui porte sono collegati
in serie due induttori L4 e L,

E’ possibile rappresentare i due induttori non perfettamente
accoppiati con il seguente circuito equivalente

L= Ly + Ly
L, =L, +L,

M — Lo Lo

_ b
I

>
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