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Funzioni sinusoidali

$a(r)
a(t) = A, cos(ot +a) v 0 T —
AM COS (), g rrroorrenssnannzgfanses Y A :
A, = ampiezza \

o = fase iniziale (radianti, rad)
(—mt<a<n)

o = pulsazione (rad/s)

f = frequenza (hertz, Hz)

T = periodo (secondi, s)
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Regimi sinusoidali (1)

Si considera un circuito lineare dinamico in cui tutti i generatori
indipendenti sono sinusoidali e hanno la stessa pulsazione ®

Le equazioni del circuito costituiscono un sistema di equazioni
differenziali lineari nel quale i termini noti sono funzioni

sinusoidali con pulsazione ®

Le equazioni generalmente ammettono una soluzione
sinusoidale con pulsazione

Se il circuito & asintoticamente stabile, questa soluzione
particolare rappresenta la componente di regime della risposta
(» regime sinusoidale)

Regimi sinusoidali (2)

Regime sinusoidale: condizione di funzionamento di un circuito
nella quale tutte le tensioni e le correnti sono funzioni sinusoidali

del tempo aventi la stessa pulsazione ®
Fissata la pulsazione, una funzione sinusoidale & definita da due
parametri

ampiezza

fase
Il problema della determinazione della soluzione particolare
sinusoidale delle equazioni del circuito (cioé della determinazione
delle ampiezze e delle fasi di tutte le tensioni e correnti) pud

essere ricondotto ad un problema di tipo algebrico mediante la
trasformata di Steinmetz

Il metodo di analisi basato sulla trasformata di Steinmetz & detto
anche metodo simbolico




Trasformata di Steinmetz

Trasformata di Steinmetz: &

Ad ogni funzione sinusoidale di pulsazione ®
a(t) = Aycos(otta)
si associa un numero complesso A avente

modulo A,, (= ampiezza della funzione sinusoidale)
argomento a (= fase della funzione sinusoidale)

A :S{a(t)}z A,e" = A, (cosa+ jsena)

A =fasore o numero complesso rappresentativo di a(t)

Antitrasformata di Steinmetz: S7!

a(t) =5 "{A}= Re[Ae j“’t]z Re[AMej(“’”“)]: A, cos(wt +a.)

Interpretazione geometrica

ImA
La funzione o i

S(t):Aej(ot — AM ej((x)t+oc)

puo essere rappresentata nel piano — , : , —>

complesso mediante un vettore che 0
ruota con velocita angolare ® P

La proiezione sull’asse reale restituisce
la funzione a(t)

a(t) = Re[Aej‘”t] = A, cos(wt +a) {

., *
0 o'
*ay, -

. Ca]
...........

5 o
Il fasore A determina la posizione del iy ;
vettore per t = 0, a partire dalla quale, >
nota m, si puo ricostruire a(t) ey 5




Proprieta della trasformata di Steinmetz (1)

Unicita
La trasformata di Steinmetz stabilisce una corrispondenza

biunivoca tra le funzioni sinusoidali di pulsazione ® e i numeri
complessi

a(t) = A, cos(wt+a) A=5hat)}=A, "
b(t) = B,, cos(ot +p) B =5{b(t)}=B, ¢

at)=b(t) vVt < A=B

Proprieta della trasformata di Steinmetz (2)

Linearita
La trasformata di Steinmetz € un’operazione lineare

a(t) = A, cos(ot +a) A=5at)}=A, e
b(t) = B,, cos(wt +P) B =5{b))=B, ¢

vk, k, €/ :
s{k, a(t) +k, b(t)} =k S{a(t)}+ k,5{b(t)} =k A +k,B




Proprieta della trasformata di Steinmetz (3)

Regola di derivazione

La trasformata della derivata di una funzione sinusoidale si ottiene
moltiplicando per jo la trasformata della funzione

a(t) = A, cos(ot +a) A=5at)}=A, e"

5{%—?} = jod{a(t)}= joA

Dimostrazione:
da T
e —0A,, sen(ot + o) = oA, cos (x)t+0c+5

S{%} = oA, ej(Mz] = oA, e‘“ejE = joA, e = joA = jcoS{a(t)}

Proprieta della trasformata di Steinmetz (4)

Regola di derivazione

Applicando ricorsivamente la regola di derivazione si possono
ottenere le trasformate delle derivate di ordine superiore

ST

&3 c(ljtza - = jw-S{%}z(jw)zAz—cozA
R )

&3 Cilt? - = jco.S{Ciltf}:(jco)3A:—jc03A
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Antitrasformata

Noto il numero complesso rappresentativo A di una funzione sinusoidale
A=A e =x+]y

e nota la pulsazione w, € possibile determinare in modo univoco la
funzione sinusoidale a(t) mediante la relazione

a(t)=5" {A} = A, cos(ot +a) = ‘A‘ cos[oat + arg(A)]

Nota:

Vale la relazione tgo =Y/X ma questo non consente di affermare
che o = arctg(y/x)

Dato che la funzione tangente ha periodo m esistono due valori di o
nell’intervallo J-r =] in cui la tangente ha lo stesso valore

Per determinare o occorre tenere conto dei segnidi X ey
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Antitrasformata — determinazione della fase (1)

n
2° quadrante < arctg(x) + m
F s s— —
1° quadrante 2
<——arctg(x)
>
0 X
4° quadrante
i
° 2
3° quadrante [ aroto(i)—7
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Antitrasformata — determinazione della fase (2)

A=x+jy=A,e"

Ay =X+
arctg% per x>0

T
a:<—-sgn(y) per x=0

2
arctg Y
X

1 pery>0
sgn(y)=1 0 pery=0
-1 pery<0

+m-sgn(y) perx<0,y=0
T per x<0,y=0
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Bipoli in regime sinusoidale

i |

Condizioni di regime sinusoidale
Tensione e corrente orientate secondo la convenzione dell’utilizzatore:

v(t) =V, cos(ot + 9, ) V= S{V(t)} =V, plov
i(t)=1,, cos(ot+o,) I:S{i(t)}: 1, el

v(7)

Sfasamento fra tensione e corrente: ¢ = @, — @,
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Resistore in regime sinusoidale

v(t) = Ri(t) =RIl,, cos(ot + ¢, ) V =RI
1(t) =G v(t) = GV,, cos(ot + ¢, ) I1=GV

A Im
1(7) \Y%
|
v(?) R ov =0 R
0 0 Re
V, =Rl
¢y =0, ¢=0 la tensione e la corrente sono in fase
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Induttore in regime sinusoidale

i(7)

v(?) L

v(t) = L% =—olLl,, sen(ot +¢,) = oLIl,, cos(ot + @, +g)

V, =oll,,

T la corrente € in quadratura in ritardo

m
bv=0 5 = e=7 rispetto alla tensione
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Induttore — relazioni tra i1 fasori

v(t)=L—

dt I:—jLszBLV T
oL
\Y
I
O
Reattanza: X, =olL 0 l{e

1 1
Suscettanza: B, =- -

ol X,
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Condensatore in regime sinusoidale

i)

V()| = C

i(t)=C dd—:/ =-nCV,, sen(ot + ¢, ) = ®CV,, cos(ot + ¢, + g)
I, = 0CV,

_ n _ la corrente & in quadratura in anticipo
Oy =@, —7 ¢=—-7

2 2 rispetto alla tensione
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Condensatore —relazioni tra 1 fasori

4y I=joCV=jBV

dt V:—jLI:jXCI T
oC

O
Qv
Suscettanza: B, =oC >

Reattanza: X, =-— =—
oC B.
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Impedenza e ammettenza (1)

Le relazioni tra i fasori della tensione e della corrente per il
resistore, I'induttore e il condensatore sono casi particolari delle
equazioni

V=71 I=YV

Componente Z Y
Resistore R G
. .1
Induttore JoL | —j—
ol
1 :
Condensatore | — | — JoC
oC
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Impedenza e ammettenza (2)

Piu in generale, per un bipolo lineare non contenente generatori
indipendenti, la tensione e la corrente sono legate tra loro da
relazioni differenziali lineari omogenee

Per la proprieta di linearita e la regola di derivazione della
trasformata di Steinmetz, le corrispondenti relazioni tra i fasori
della tensione e della corrente sono lineari algebriche omogenee,
e quindi ancora del tipo

V=71 I=YV

Nel caso generale Z e Y sono funzioni complesse della

pulsazione
Z(®)=R(0)+ X (o)

Y(0) =G(w)+ |B(w)
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Impedenza

Per un bipolo lineare non contenente generatori si definisce impedenza
il rapporto

V4 ZXZV_MCFP
1 1,
Z =R+ jX R =resistenza (unita di misura ohm)

X =reattanza

Il modulo dellimpedenza € uguale al rapporto tra le ampiezze della
tensione e della corrente

Vv
7]
M
L’argomento dellimpedenza € uguale allo sfasamento tra la tensione e

la corrente

> (0 corrente in ritardo sulla tensione
arg(Z) = 0=, — ¢, P

¢ <0 = corrente in anticipo sulla tensione
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Ammettenza

Il reciproco dell'impedenza é detto ammettenza

—l—l—I_Me_J(P
Z V V,
. G= dutt
Y=G+ B 5 Scsgcel{[t;nzzaa (unita di misura siemens)
Valgono le relazioni
yo_l __ R-jx _R-jX 1 G-jB
R+jX (R+jX)R—-jX) R>+X> G+jB G>+B>
G= zR z:Rz B=- 2X 2:_X2
R*+ X \Z\ R+ X \Z\
R= zG 2262 X == 2B 2 T Bz
G"+B \Y\ G- +B \Y\
23

Bipolo RL serie (1)

di

V=V, +V,=(R + jol )1

Impedenza:
_ R=R;

Z=R;+ oLy, =

X =olg

Ammettenza:

ol

R J
R52 + (ol )2

R32 + (ol )2 B

=

Y:—:
Z

¢ =arg(Z)= arctg( (DRLS j

V(t):VRS(t)—I_VLSl(Jt):RSi(t)+LSE 1/\/‘\

S

Rs

G=
R52 + (ol )2

_ ol
R52 + (ol )2
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Bipolo RL serie (2)

Per un bipolo RL serie passivo (con Rg e Lg > 0) si ha
R=Re(Z)>0 X=Im(Z)>0
G=Re(Y)>0 B=Im(Y)<O
0 <@ <m/2 = lacorrente & sfasata in ritardo rispetto alla tensione

Per ® — 0 il bipolo tende a comportarsi come il solo resistore

Z| > R

¢—0
Per ® — o il bipolo tende a comportarsi come il solo induttore (e quindi
come un cortocircuito)

Z| > oLy — ©

© —> /2
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Bipolo RL serie (3)

Diagramma nel piano complesso

Im
VRS V! 5 T

Ry Ly
V 0 VRS Re
Ampiezze delle tensioni: Vi =‘V‘ Vs =‘VRS‘ Vism :‘VLS‘

V
Vv = \/VstM +V|_23|v| ¢ = arctg VLSM

RSM
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Bipolo RL parallelo (1)

i
t -
0 lrp 1,
1 1 di 1dv 1
1) =1,p(t)+1,, () =—v(t)+— | v(X)dX = = +—v(t
O =ire () +iip (1) = V() Lp_j@() @R a L
U
. . | 1
JjoI = Jo—V+—V = I:IRP+IRL:[ -] jV
P P P ol
27
Bipolo RL parallelo (2)

Ammettenza:

1 1 G:RL
Y=——] = < P

R ol B__ !

| ol
Impedenza:
_ o'RyLp
2 2 2 T D2 2

Z:l: 2&) Ro L5 —y 2(9RPLP . RP+((;3LP)

Y R;+(oLy) Rs +(oL;y) _ oR;L,

R +(wL,)’

¢ =arg(Z) = arctg( Re j
oL

P

28




Bipolo RL parallelo (3)

Per un bipolo RL parallelo passivo (con Ry e L, > 0) si ha
R=Re(Z)>0 X=Im(Z)>0
G=Re(Y)>0 B=Im(Y)<O
0 <@ <m/2 = lacorrente & sfasata in ritardo rispetto alla tensione

Per ® — 0 il bipolo tende a comportarsi come il solo induttore (e quindi
come un cortocircuito)

Z| > oLy —> 0
¢ — /2

Per ® — oo il bipolo tende a comportarsi some il solo resistore
Z| > Rp
¢—0
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Bipolo RL parallelo (4)

Diagramma nel piano complesso

\ A

Ampiezze delle correnti:

I
_ 2 2 = arct
IM_\/IRPM+ILPM (P g
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Bipolo RC serie (1)

Vs Ves
TR
—VW\~—I
RS‘ CS
\Y%
. 1 ¢ dv di 1.
V(t) = vas (1) + Vs (1) = R i(t) —i—C—S_J;Ol(X)dX = =R a+C—Sl(t)
U
joV = st(x)l-l-il = V=V, +V :(RS — ] 1 jI
C, oCq
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Bipolo RC serie (2)

Impedenza:
1 =Rs
— R —j =arg(Z.) = —arct
Z=R;—] = gy | ¢ =arg(Z) g(mRSCS
S oCq
Ammettenza:
_ ®’RyCq
2 2 -
Yzl: @ RsCs ] oCq = 1+ (@R,Cy)’
Z 1+(0RC.)* ~1+(0R.Cy) g G
1+ (0RC,)’

|
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Bipolo RC serie (3)

Per un bipolo RC serie passivo (con Rg e C¢ > 0) si ha
R=Re(Z)>0 X=Im(Z)<0
G=Re(Y)>0 B=Im(Y)>0

—n/2 < @ <0 = la corrente & sfasata in anticipo rispetto alla
tensione

Per ® — 0 il bipolo tende a comportarsi come il solo condensatore
(e quindi come un circuito aperto)

Z) - 1/(Cq) — o

© —> —1/2
Per ® — oo il bipolo tende a comportarsi some il solo resistore
1Z| — Rq
¢—0
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Bipolo RC serie (4)
Diagramma nel piano complesso
VRS V(S
l /\ ::-__'/. \
R Cs
V
Ampiezze delle tensioni:  V,, =[V| Ve, =[Ves|  Veeu =[Ves|

V
Vi = \/VR28M +Vim (¢ = —arctg ==

RSM
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Bipolo RC parallelo (1)

: : : 1 dv .
1(t) =1gp (D) +icp (1) :R_PV(t)‘FCPE tl . |
U 4 ip il(-P
=1+ :[L+ j(DCP)V v R, Cp
R, T
Ammettenza: 1
Y=—+ joC, = G= R_P
P B =wC;
Impedenza: (R B R,
1 R, . oRIC, 1+ (wR,C,)’
7Z=—= -] = 5
Y 1+(0R.C,)? 1+(oR,C,) « ___ ORC,
1+(0R.C,)

¢ = arg(Z) = —arctg(oR.C;)
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Bipolo RC parallelo (2)

Per un bipolo RC parallelo passivo (con Ry e C;, > 0) si ha
R=Re(Z)>0 X=Im(Z)<0
G=Re(Y)>0 B=Im(Y)>0

—mt/2 < @ <0 = la corrente & sfasata in anticipo rispetto alla
tensione

Per ® — 0 il bipolo tende a comportarsi come il solo resistore
Z| > Rp
¢—0

Per ® — oo il bipolo tende a comportarsi some il solo condensatore
(e quindi come un cortocircuito)

1Z] —> 1/(wCp) > 0
¢ > —m/2
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Bipolo RC parallelo (3)

Diagramma nel piano complesso

Ampiezze delle correnti: Ly =1

I CPM

— 2 2 _
Ly _\/IRPM+ICPM ¢ = —arctg
RPM
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Sintesi di impedenze (1)

E’ possibile realizzare un bipolo che alla pulsazione ® ha impedenza
Z=R+jX,conR>0e X>0, equindiammettenzaY=7Z"1=G + B,
con G > 0 e B < 0, mediante un resistore e un induttore collegati in serie
o in parallelo

R L
AT —
R; =R L, = é A
® |
Z
1 1
Rp =— Ly =—— Z—1r R, L,
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Sintesi di impedenze (2)

E’ possibile realizzare un bipolo che alla pulsazione ® ha impedenza
Z=R+jX,conR>0e X<0,equindiammettenzaY=7Z""1=G + B,
con G > 0 e B > 0, mediante un resistore e un condensatore collegati in
serie o in parallelo

R; Cs
c o | \WW—I
S ™ S = O)X T
Z
&
1 B
Ry =— Cp=— Z—T1" §R1 =C;
G ®
®
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Analisi di circuiti in regime sinusoidale (1)

Equazioni dei componenti

Generatori indipendenti:

sono note le tensioni o le correnti ® sono noti anche i loro fasori
V=V,

I=1,

Bipoli lineari:
V=71
I=YV

Generatori dipendenti:

per la proprieta di linearita, le relazioni tra i fasori sono
I, =al, I,=0V,

V=11, V,=uV,

40




Analisi di circuiti in regime sinusoidale (2)

Equazioni dei collegamenti

Le relazioni tra le grandezze funzioni del tempo sono espresse
da equazioni algebriche lineari omogenee del tipo

D i (H)=0
Zk +v, ()=0
Per le proprieta di unicita e di linearita della trasformata di
Steinmetz

+I, =0 :
2, L =5{, (0} Vi, =5{v, (D]
DtV =0

Le leggi di Kirchhoff valgono anche per i fasori delle tensioni
e delle correnti
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Analisi di circuiti in regime sinusoidale (3)

Le equazioni di un circuito lineare in regime sinusoidale, scritte in
termini di fasori, hanno la stessa forma delle equazioni di un
circuito lineare resistivo in regime stazionario

| teoremi e i metodi di analisi dedotti a partire delle equazioni
generali dei circuiti resistivi si possono estendere ai circuiti in
regime sinusoidale eseguendo le seguenti sostituzioni:

Resistenza Impedenza
Conduttanza Ammettenza
Tensione Fasore della tensione

Corrente Fasore della corrente
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Analisi di circuiti in regime sinusoidale (4)

In particolare si possono estendere ai circuiti lineari in regime
sinusoidale

le relazioni di equivalenza come
serie, parallelo
stella-triangolo
trasformazione dei generatori
formule di Millman

i metodi di analisi generali
metodo delle maglie, metodo dei nodi e metodo degli anelli
il teorema di sovrapposizione
il teorema di sostituzione
i teoremi di Thévenin e Norton
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Impedenze in serie e in parallelo

Impedenze in serie

N
V=>V, V=27l
k=1 N
I =1 Z,=>17,
V. =Z], k=1 I

Impedenze in parallelo

N I=Y,V >
I:ZIk PN l l] 12 l\
k=1 _
v. 5y Ve =2V \ Z| |z, ||z
I =YV, g L _ 1
= -
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Partitore di tensione e di corrente

Partitore di tensione

ZJ
Vj =V
2.Z,
k=1
Partitore di corrente "i I, I I,
Y.
_ Z L
Ij —1 S ] Vv | (2o N
2. Y,
k=1
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Trasformazioni dei generatori

46




Equivalenza stella-triangolo

Z12Z13 Z1Z2 + Z1Z3 + Z2Z3
Z, = Z, =
Z12 +Z13 +Z23 Z3
Z,7,, 7.7,+77,+7,7,
Z,= Z,=
Z12 +Z13 +Z23 Z2
Z.7,, 77,+7.7,+7,7,
Z,= 7, =
Z12 + Z13 + Z23 Zl
47
Teorema di sovrapposizione
Ipotesi:
circuito lineare contenente
N, generatori indipendenti di tensione vg,(1), ..., VGNV(t)

N, generatori indipendenti di corrente ig,(1), ..., iGN| (t)
tutti i generatori sono sinusoidali con la stessa pulsazione ®
condizioni di regime sinusoidale

| fasori della tensione e della corrente del generico lato i sono
combinazioni lineari dei fasori delle tensioni e delle correnti impresse

dai generatori indipendenti
NV NI

V= ZaikVGk + ZzikIGk
k=1 k=1

Ny N,
I, = ZYikVGk +ZBikIGk
1 =1
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Funzioni di rete

| coefficienti delle combinazioni sono funzioni complesse della
pulsazione ® e sono detti funzioni di di rete

\% 7. = Vi
Ve, [Von=0vh=k ck |Yen=0vh
1¢,=0Vh 1y =0 Vhizk
(adimensionale) (ha le dimensioni di un'impedenza)
1
Yik = YT Ve —ovn
_ Gk |Yen=
Vi | Ven=0'7h=k Ie,=0 Vhk
IGhZOVh

(ha le dimensioni di un’'ammettenza) (adimensionale)

Le funzioni di rete che mettono in relazione i fasori della tensione e della
corrente dello stesso lato sono dette funzioni di immettenza

Le funzioni di rete che mettono in relazione fasori di tensioni e correnti
di lati diversi sono dette funzioni di trasferimento
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Funzioni di immettenza

Impedenza di ingresso

: V

Z ) = —*

i (J©) o I, IV”‘
IGh:OVhik

Ammettenza di ingresso

i ||
Y (Jo) = —

Gk

VGh :0 Vhik VGkT
IGh :0 Vh
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Funzioni di trasferimento (1)

Rapporto di trasferimento di tensione

V. T .
Vg =0 Vh=k Gk \Z
IGh =0 Vh

Rapporto di trasferimento di corrente

: I, % E:I
. mW)= 1 : If
BIk(J ) IGk ‘VGh—OVh I(,;(
I, =0 Vh=k

i V.
o, (Jo)=—-
Gk
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Funzioni di trasferimento (2)

Impedenza di trasferimento

- Vi
zy (Jo) = I—‘V o TGk é ‘ \ IV,-
ek I;hzovh;tk

Ammettenza di trasferimento

CE I; ‘ \
Ve, =0 Vh VG;(T

Gh= =k

I, =0Vh

I
Vi (Jo) —V—Gk
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Funzioni di rete

Tutte le funzioni di rete sono funzioni razionali della variabile complessa
jo (cioé sono rapporti tra polinomi nella variabile jo)

bm(jco)m + bm—l(jw)m_1 oot bl(JO)) + b0

H(jCO)Z : n : n-1 :
an(J(D) +an—1(J(D) +“'+a1(10))+a0

Cio deriva dal fatto che i fasori delle tensioni e delle correnti possono
essere calcolati a partire da un sistema di equazioni i cui coefficienti
contengono i fattori jo o 1/ jo (presenti nelle equazioni caratteristiche
dei componenti dinamici)

| coefficienti dei polinomi, a, e by, sono sempre reali e dipendono dai
parametri dei componenti diversi dai generatori indipendenti
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Teorema di Thévenin

Ipotesi:
condizioni di regime sinusoidale
il bipolo A-B é formato da componenti lineari e generatori
indipendenti
il bipolo A-B &€ comandato in corrente
Il bipolo A-B equivale a un bipolo formato da un generatore indipenden-
te di tensione V,, in serie con un’impedenza Z,
V, & la tensione a vuoto del bipolo A-B

Zeq e 'impedenza equivalente del bipolo A-B con i generatori
indipendenti azzerati

A
——®

IAB
—
B
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Teorema di Norton

Ipotesi:
condizioni di regime sinusoidale
il bipolo A-B & formato da componenti lineari e generatori
indipendenti
il bipolo A-B &€ comandato in tensione
Il bipolo A-B equivale a un bipolo formato da un generatore indipenden-
te di corrente I in parallelo con un’'ammettenza Y,
I.. é la corrente di cortocircuito del bipolo A-B
qu e 'ammettenza equivalente del bipolo A-B con i generatori
indipendenti azzerati

I
L
@

A
———iy
IAB
(*) é Vag L. |:| Y Vas
—_—
B

B Ly=-I,+Y.V

cc eq ' AB
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