7. Proprieta dei circuiti lineari adinamici

Forma matriciale del sistema risolvente di un circuito lineare. Circuito inerte. Coefficienti
di rete. Reciprocita dei circuiti lineari. Proprieta di sovrapposizione. Rappresentazione in
corrente di bipoli lineari (Teorema di Thevenin). Rappresentazione in tensione di una
rete bipolare lineare (Teorema di Norton). Rappresentazioni in corrente, in tensione e
ibride di doppi bipoli lineari.

Un circuito adinamico é lineare se contiene solo componenti adinamici lineari (bipoli, doppi
bipoli ....) e generatori indipendenti di corrente o tensione. Si consideri a titolo di esempio il
circuito lineare di figura. Il sistema risolvente completo e di seguito riportato

{il—i2+i4:0 N-1 LKC
i;—i,—ig=
v, +V, =0
v, +v;+v,=0 R—(N-1) LKT
V;+V, =0

Vi—RL =Yy Rrelazioni costitutive
V,-R,i,=0  dei componenti

V;—Ryi; =0

v, +ki;=0

i =1,

Alla destra del sistema compaiono, nel ruolo di termini noti, la corrente e la tensione
impresse dai generatori indipendenti
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Risolvendo analiticamente si ottiene
1

i =— G(1-G) v, + G [ v, = G v, + i
1 g [¢] 1 [ [
G, +G,+G,(1-kG,) ¢ G,+G,+G,(1-kG,) G, +G,+G,(1-kG,) ° G,+G,+G,(1-kG,)
i,=— G, G v, — G, i v, =— G v, — L i
2 G, +G,+G,(1-kG,) * G, +G,+G,(1-kG,)*® 2 G +G,+G,(1-kG,) ° G, +G,+G,(1-kG,) *
L. GG k) GA-kG)  ,_  GA-kG) (-ke,)
} G,+G,+G,(1-kG,) ° G, +G,+G,(1-kG,) * * " G+G,+G,(1-kG,) ¢ G, +G,+G,(1-kG,)°
: G,G,(1-kG,) G,+G, ) kGG, kG, )
i,= Vg — iy v, = v, + iy
G,+G,+G,(1-kG,) ¢ G,+G,+G,(1-kG,) G,+G,+G,(1-kG,) ¢ G,+G,+G,(1-kG,)
i G,(1-kG,) ke) |
g9

%577 G6+G,+G,(-KG,)® G +G,+G,(1-kG,)

is =i,

Ogni corrente ed ogni tensione del circuito € composta, in generale, da due contributi:
uno dovuto al generatore di tensione indipendente ed uno dovuto al generatore di

corrente indipendente

La relazione costitutiva di un bipolo lineare e di un generatore indipendente puo essere

espressa in termini generali nella seguente forma implicita

hi+h'v=h)i +h!y,

Si possono avere i seguenti casi
v )i
\Y; & T
T
- -
i v | .

| . R ) <« g
v=Ri V=V, Vi i=i, wv
h‘;:hé:(),' hi:—RhV; hi:h;:(); hv:hg:l; hv:hgzo; ﬂi:h;:l;
Analogamente, qualunque sia la rappresentazione adottata, la esempio:
relazione.costitu_ti\{a di un (?oppio bipolo lineare pl:Jb e§5f3re Vy =00+
espressa in termini generali nella seguente forma implicita Vy = [y + Ty
1 iy )
Tvl VZT iy + hii, + v + v, =0 {hil =5 Py = 155 Py = 5 Py =1
hi, + i, + by, + hiov, =0 hi=hy, =L h,=h, =0
4
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Si consideri un circuito lineare avente Rrami ed N nodi nel quale agiscono N generatori
indipendenti di corrente e Ny, generatori indipendenti di tensione. Assemblando in forma
matriciale le relazioni costitutive di tutti i componenti il sistema risolvente completo si puo
esprimere in forma compatta come segue

Ti=0 N-1 LKC
Lv=0 R—(N-1) LKT
H'i+H"v=Hi;+H Vv, Rrelazioni costitutive dei componenti
La matrice H‘g (Hj ) & una matrice diagonale di dimensione R x Ng (Rx Ng,) il cui generico

elemento in posizione h,hvale +1 se sul ramo h & presente un generatore di corrente (di
tensione) e zero altrimenti

Esprimendo la precedente in forma matriciale otteniamo

T 0] . 0 0

i
0 L (Vj— 0 ig+ 0 Vg
LN NG AR GH

Ad esempio con riferimento al circuito considerato si ottiene

T 0], (o0 0
0 L (\'J: 0 |v,+ 0 i,
H HY HY H!

[F1 =1 0 +1 0J0 0 0 0 of(i,) ([ 7]
0 0 41 -1 -1]o 0o o o of|li,| [d [o
0 0 0 0 0+ +1 0 0 oflli,| [¢ (
0 0 0 0 0f0 +1 +1 +1 ofli,

0o 0 0 0 ofo 0o +1 0 =||i _

& 0 0 0 of+L 0 0 0 offv|fd""
0 -k 0 o oflo <t 0 0o oy
0 0 =R 0 00 0 <1 0 ofv
k0o 0 0 oo 0 +1 0|v,

lo 0o 0o o «1fo 0o o o ov) U |4
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Invertendo la matrice dei coefficienti (cio € sempre possibile a condizione che il circuito sia
non patologico) si ottiene la seguente espressione della soluzione

i T o] o T o]Yo
=0 L 0 ig+ 0 L 0 A
Vv . ) .
H' HY| |H! H' HY| [H!

|
Ngi Ngy
iy = kZ:;,ahkigk + ; Vg,

N Ng h=1...,R
v, = erhklgk +kthkvgk
=1 =1

La corrente e la tensione in ciascun ramo di un circuito lineare sono esprimibili come
combinazione lineare della correnti e delle tensioni impresse dai generatori indipendenti

| coefficienti di proporzionalita sono detti coefficienti di rete

conduttanza di ingresso (k=h)

guadagno di corrente conduttanza di trasferimento (k*h)
i i
_ _h —_h
ahk_i iy =0Vjzk ghk_V ig =0V]
ok [isi= V].¢ ak ['ei™ VJ‘
ng:OV] VgJZOV]ik

resistenza di ingresso (k=h)

resistenza di trasferimento (kh) guadagno di tensione
_ W b = Vh
M = i | - =Y ,
aK |g]:OVJ.¢ 9K Igl:OV]‘
ng:OVJ ng:OVJik

Il generico coefficiente X, puo essere calcolato/misurato spegnendo tutti i generatori
indipendenti all’interno del circuito fuorché quello agente sul ramo K, calcolando/misurando
la grandezza (corrente o tensione) di interesse sul ramo h e facendone il rapporto. Data la
proporzionalita tra tale grandezza e quella impressa sul ramo k e dovendone considerare il
rapporto risulta che ciascun coefficiente e indipendente dal valore delle grandezze
impresse. 8
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Circuito lineare inerte

Un circuito lineare nel quale siano spenti tutti i generatori indipendenti si dice inerte (tale
circuito contiene solo resistori, generatori pilotati e doppi bipoli resistivi)

Un generatore di tensione spento ( i.e. con tensione impressa Vg = 0) é equivalente ad un
corto circuito. Un generatore di corrente spento (i.e. con corrente impressa ig =0)e
equivalente ad un circuito aperto. Si puo allora assumere che in ogni ramo della rete sia
presente un generatore di tensione spento e tra ogni coppia di nodi sia presente un
generatore di corrente spento.

Cio comporta che, in termini generali, un coefficiente di rete possa essere definito
relativamente ad una qualunque combinazione di rami e/o coppie di nodi di un circuito inerte

Esempio: conduttanza di trasferimento tra le porte h e k

Circuito inerte

Wy 7\\ ; _
\Y/ |
+4 Y _
—<D— AN O =——
vt Vi

—»

<

Proprieta di reciprocita dei circuiti lineari

Un circuito inerte costituito da bipoli lineari € necessariamente reciproco rispetto a qualsiasi
paio di rami e rispetto a qualunque paio di coppie di nodi

Dimostrazione: Si consideri un circuito a R rami. Si introduca in serie al ramo h un generatore di tensione la cui
tensione impressa & V. Sia i', la corrente imposta da tale generatore nell’i-esimo ramo. La tensione del i-esimo ramo
saraVi = r;i{sei#heV;=vg+rijsei=h.Siintroduca ora il medesimo generatore in serie al ramo k. Sia i"; la
corrente imposta da tale generatore nell'i-esimo ramo. La tensione dell’i-esimo ramo sara V', = r;i", sei #ke V' =
Vgt 11" sei = k. Entrambi gli‘insiemi di corrente di ramo i'e i" rispettano le LKC. Entrambi gli insiemi di tensioni di
ramo V' e V" rispettano le LKT. E possibile dunque applicare il teorema di Tellegen ai prodotti incrociati V; i"; e V' i"; .
Si ottiene quindi

R R
Yvit=0  Yvri=0

i=1 i=1
da cui
R R
Vyip == i Vol '==> ri"
i=1 i=1

Data I'arbitrarieta di Vg si ottiene quindi i", = Iy il che prova la reciprocita del circuito rispetto ai due generici rami h e
k. Con considerazioni analoghe & possibile dimostrare la reciprocita del circuito rispetto a qualunque paio di coppie di
nodi.
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Un circuito inerte costituito da bipoli lineari e doppi bipoli (o0 m-porte) lineari € reciproco
rispetto a qualsiasi paio di rami e rispetto a qualunque paio di coppie di nodi se e solo se i
doppi bipoli (0 m-porte) in esso presenti sono reciproci

Dimostrazione: Si consideri un circuito a Rrami in cui & presente un doppio bipolo caratterizzato dall matrice R.
Siano p e q i rami corrispondenti alle sue porte. Si introduca in serie al ramo h un generatore di tensione la cui
tensione impressa & V. Sia i', la corrente imposta da tale generatore nell’i-esimo ramo. Sia i' il vettore delle correnti
imposte nel doppio bipolo (i" = [i';, i'] ). La tensione dell'i-esimo ramo sara V' = r; i sei h,p,ge V| = vy + r; i se
i = h. Il vettore delle tensioni dei rami p e g sara V'=Ri". Si introduca ora il medesimo generatore in serie al ramo k.
Sia i"; la corrente imposta da tale generatore nell’i-esimo ramo. La tensione dell’i-esimo ramo sara V', = r;i", se i # k,
p.geVi=vgtr i"; sei=k.Siai" il vettore delle correnti del doppio bipolo. Il vettore delle tensioni dei ramip e q
sara V'=Ri". Entrambi gli insiemi di corrente di ramo i'e i" rispettano le LKC. Entrambi gli insiemi di tensioni di ramo
V'e V' rispettano le LKT. E possibile dunque applicare il teorema di Tellegen ai prodotti incrociati V; i'; e V; i"; . Si
ottiene quindi R R
DvitHvit=0 DvUiHvTi=0
i=1

o | o
vy ih":—ZR:I’i i =(Ri v, ik':—ZR:ri i i —(Ri)

R R
HRL sraon ot tin HE S it il
Vol == n 1t =it R Vol '== D i =i Ri
=1 =1
i#p,q ::tp,q

Data I'arbitrarieta di v si ottiene quindi che i", = I (i.e. il circuito & reciproco rispetto ai due generici rami h e k) se e
solo se R=R?, ossia se & solo se il doppio bipolo & reciproco (r;, = r,; ). Con considerazioni analoghe & possibile
dimostrare che la reciprocita del doppio bipolo & condizione necessaria e sufficiente anche per la reciprocita del
circuito rispetto a qualunque paio di coppie di nodi. 1

Proprieta di sovrapposizione

Per un circuito lineare € possibile enunciare la seguente proprieta di sovrapposizione

La corrente (tensione) che si stabilisce in un ramo del circuito a causa della presenza
contemporanea di pil generatori indipendenti & ottenibile come somma dei contributi
dovuti a ciascun generatore considerato agente singolarmente

Cid comporta che in un circuito all’interno del quale sono presenti Ny e Ny, generatori
indipendenti di corrente e di tensione rispettivamente sia scomponibile in Ny + Ny, circuiti
distinti all’'interno dei quali agisce un solo generatore

La proprieta di sovrapposizione puo essere sfruttata per risolvere rapidamente circuiti che
non contengono generatori pilotati. Infatti in tal caso ciascuno dei sotto circuiti contiene,
oltre ai resistori, un solo generatore (indipendente) e puo essere quindi ridotto ad una sola
maglia elementare attraverso equivalenze serie/parallelo e/o trasformazioni stella-triangolo.
In questo modo é possibile calcolare rapidamente il contributo di ciascun generatore alla
corrente e alla tensione di ciascun ramo. La corrente e le tensioni complessive possono
essere ottenute sommando infine i diversi contributi. Questa procedura € mostrata nel
seguente esempio.

12
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P -1 o
1=+ 1y

=i+ iy
i3=ig+ iy
=i+ g
|5_ |5’+ i5ll

ooV o _RFR Rﬁ%_ i =i,
R1+M R +R+R, iy :7&%.9
R+R+R, R3+R4+ﬁ in_ R ”
4 |4"=_ i
F\’3+R4+ﬂ {'——Lu'
R+R, R+Ry;

La proprieta di sovrapposizione puo essere
sfruttata anche per risolvere circuiti in cui
siano presenti generatori dipendenti
attraverso i seguenti passaggi:

1. Sisuddivide il circuito in tanti
sottocircuiti quanti sono i generatori,
sia indipendenti che pilotati. In ciascun
sottocircuito agisce un solo generatore,
indipendente oppure pilotato.

IETRES R
=i, +iy + i)
=iy +ig" + iy
=i, i i
=i +ig" +ig"
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2. Sidetermina il contributo di ciascun generatore alla corrente e alla tensione di ogni ramo.
Per quanto riguarda il generatore pilotato lo si tratta come se fosse un generatore
indipendente la cui grandezza impressa pero non € nota. Si ottiene cosi un relazione di
proporzionalita tra le grandezze di ramo (corrente, tensione) e la grandezza impressa. In
particolare si ottiene una relazione di proporzionalita tra la grandezza di pilotaggio e quella
impressa dal generatore pilotato.

V,

ii:_m i; =i Re/(R,+Ry)

ij=ij=-i{R/(R+R)  15=0

i;:Mi i5"=ig
&+R%¢E+&) I =" R/(R+R,)

I

TRIRR/RIR)® i =-/R/R+R)

i Voo i
S R RR R E W RRR)
" =i, R/(R+R,) " =0

3. Siconsidera la relazione di definizione del generatore pilotato. La grandezza impressa
sara composta da tanti contributi noti dovuti ai generatori indipendenti, nonché da un
contributo proporzionale ad essa stessa. Si ottiene quindi un’equazione in cui I'unica
incognita e la grandezza impressa che puo esser quindi determinata (nel caso siano
presenti Ny, generatori pilotati & possibile ottenere un insieme di Ny, equazioni in cui le
incognite sono le Ny, grandezze impresse)

Voo = Kip =K(iy +i," +i,")

|

RR/IR*R) . .
R+RR/R+R)

v kG,G, . kG, :
P G +G,+G,(1-kG,) ° G,+G,+G,(1-kG,)®

%=kﬂ R/R+R) .

R/(R+R) VJ
R+RR/(R+R)

R+RR/(R+R) ¥
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Esercizio 7.1

Risolvere il circuito di figura adoperando la proprieta di sovrapposiozne degli effettti

Esercizio 7.2

Risolvere il circuito di figura adoperando la proprieta di sovrapposiozne degli effettti

M-
s
<_§
f\m
 +

2
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R =20
R,=2Q
R,=10Q
R,=20Q
Vy=24V
ig= 16A

R, =1Q
R,=2Q
R,=2Q
vg=12V
k=2
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Rappresentazioni una rete bipolare lineare (Teoremi di Thevenin e Norton)

Si consideri un circuito adinamico lineare, comunque complesso, accessibile attraverso due
terminali. Tale circuito costituisce un bipolo. Ci proponiamo di valutare la tensione Vv che si
stabilisce ai suoi capi quando nei suoi terminali circola una generica corrente i. In altri
termini ci proponiamo di trovare la rappresentazione in corrente del bipolo, ossia la
relazione che esiste tra la tensione Vv ai suoi capi e la corrente i che lo attraversa.

bipolo lineare composto

W }- A tal fine colleghiamo al bipolo un generatore di
v ) corrente che impone la corrente i. Assumiamo che
*' tale collegamento sia possibile, ossia che il circuito

_O_ 7_ cosi costruito non sia patologico.

Si noti che la proprieta di sostituzione assicura che, assegnata la corrente i, la tensione ai
capi del bipolo e la medesima qualunque sia il bipolo esterno ad esso collegato, purché
questo eroghi la corrente i

VWY }’ ! MW ?— '-'Ut”iZZ? d?| generatort?\ di corrente non
.<>- T _<>_ lede quindi la generalita delle conclusioni.

Vb vi Larelazione v-i & indipendente dal tipo di

_O_ 7— bipolo esterno

Vp =V, 19

Utilizzando la proprieta di sovrapposizione possiamo scomporre il circuito cosi ottenuto in
due circuiti distinti: un primo circuito nel quale agiscono solo i generatori indipendenti
presenti all'interno del bipolo ed un secondo circuito in cui agisce solo il generatore di
corrente esterno. La tensione V sara ottenibile dalla somma dei due contributi V' e V" indicati
in figura

JVW}V JW\F}V' W V"
STz [T+ | <5 7T
O O >

La tensione V' coincide con la tensione a vuoto ai capi del bipolo ed & indipendente dalla
corrente i che circola nel bipolo in condizioni di carico. E consuetudine indicare tale
tensione con V. Indicando con Ny e Ng, rispettivamente il numero di generatori
indipendenti di corrente e di tensione presenti all'interno del bipolo essa puo essere

espressa come

V=V+Vv"'

[\ Ny,
Vg =V'= erklgk + kz b,Vy,
=1 =1

20
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La tensione V"' & dovuta esclusivamente al generatore di corrente esterno. Essa e
proporzionale alla corrente impressa i attraverso la resistenza di ingresso del bipolo inerte
associato. E consuetudine indicare tale resistenza di ingresso con I, La sue espressione &

\ Vv

f =——=——
& i i lig =0k
vgk:OVk

Nl

Si ottiene quindi
V=V+V =Veq —I‘eql
da cui discende la seguente proprieta generale nota come Teorema di Thevenin:

Qualunque bipolo lineare che ammetta la rappresentazione in corrente & equivalente ad un
bipolo costituito da un generatore indipendente di tensione e da una resistenza in serie. La
tensione V, impressa dal generatore € quella che si stabilisce a vuoto ai capi del bipolo e la
resistenza I'y, € la resistenza del bipolo vista dai terminali di ingresso quando i generatori
indipendenti al suo interno sono spenti.

i N, N,

e >t _—

T v + v veqzwizozzrklgk_'—zbkvgk

_<>_ k=1 k=1

O W=y
Ch vgkzovk

V=V_—TI_i 2

Vv

I ['ax

Si vuol determinare, a titolo di esempio, la rappresentazione di Thevenin del bipolo di

figura
kv,

. R

* R+R,°

“Ri = k. RR
v3_R3|3_R3kv2—le+F\)2vg
Vg =V, +V, =(1+ kRS)Rl%RZRZVQ

22
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2. Determinazione di leq . R

R i L, _Ri__RR.
i, R1+R2I v, =R,i,= R1+R2I
CRi- _y__p R*R+kRR,
V; = Ryi; =Ry (kv,—i)=-Ry R+R, I
Loy, iy = RRARRIRRKRRR,
R+R,
. __V_RR+RR+RR+kRRR,

o R+R
Per la determinazione di reqé necessario risolvere il circuito in forma simbolica. In alternativa
& possibile assegnare un valore arbitrario alla corrente i, calcolare il corrispondente valore
numerico della tensione V e farne il rapporto. Si ottiene quindi

e
Lo v Veq:(1+kR3)RlezR2Vg
« Ve  _RRARR+RR+kRR R
* R+R,

Si noti che sia la tensione che la resistenza equivalente possono risultare positive, nulle o

negative a seconda del valore del parametro k. In assenza di generatori pilotati la resistenza &
. oy 23
necessariamente positiva.

La rappresentazione di Thevenin di un bipolo & J\MI'

possibile se e solo se la LKC non risulta violata } Y,
qualunque sia il valore di corrente nei suoi -<>- T w
terminali. In altri termini la rappresentazione di

Thevenin ¢ possibile se e solo se il circuito —O— 7‘

ottenuto collegando ad esso un generatore di

corrente non & patologico circuito non patologico

Si consideri il seguente circuito costituito da un bipolo generico in serie ad un generatore di
corrente. Ad esso non € possibile applicare nessuna corrente diversa da ig(neppure i=0e
ammessa, quindi esso non puo operare a vuoto) pertanto non e possibile determinare la
tensione che si stabilisce ai suoi capi in funzione della corrente. Il bipolo non ammette
quindi la rappresentazione in corrente (di Thevenin).

circuito patologico

Si noti che ai fini del circuito esterno tale bipolo
_W\,_ equivalente al solo generatore di corrente ig. La
; CD Vv non esistenza della rappresentazione di Thevenin
-<>- g’ T ‘i e il semplice riflesso del fatto che non ¢ possibile
rappresentare un generatore di corrente
‘O— 7_ indipendente mediante un generatore di tensione

Si noti che in alcuni casi la non esistenza della rappresentazione di Thevenin pud non
essere evidente (in presenza di generatori pilotati). In ogni caso se essa non esiste entrambi

i circuiti per la determinazione di Vg € T risultano impossibili o indeterminati 2
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Si consideri ancora un bipolo adinamico lineare la cui struttura interna puo essere
comungque complessa. Ci proponiamo ora di valutare la corrente i che circola nei suoi
terminali quando ai suoi capi si stabilisce una generica tensione V. In altri termini ci
proponiamo di trovare la rappresentazione in tensione del bipolo, ossia la relazione che
esiste tra la corrente i che lo attraversa e la tensione V ai suoi capi.

bipolo lineare composto

W A tal fine colleghiamo al bipolo un generatore di
tensione che impone la tensione V. Assumiamo che

|

+
_<>- () v tale collegamento sia possibile, ossia che il circuito
_O_ / cosi costruito non sia patologico.

La proprieta di sostituzione assicura che, assegnata la tensione Vv, la corrente ai capi del
bipolo e la medesima qualunque sia il bipolo esterno ad esso collegato, purché questo
imponga la tensione v

7- >

MW i M 'g L'utilizzo del generatore di tensione non
} v & 71 T+ lede quindi la generalita delle conclusioni.
O < - O () V  La relazione i-v & indipendente dal tipo di
bipolo est
_0_7— - _O_/ ipolo esterno
b a

25

Utilizzando la proprieta di sovrapposizione possiamo scomporre il circuito ottenuto in due
circuiti distinti: un primo circuito nel quale agiscono solo i generatori indipendenti presenti
all’interno del bipolo ed un secondo circuito in cui agisce solo il generatore di tensione

esterno. La corrente i sara ottenibile dalla somma dei due contributi i' e i" indicati in figura

MW >y M >

> W
<> Ov =z | + | <>
O O-7 Ve

>

Dv

P=i+"

La corrente i' coincide con la corrente di corto circuito del bipolo ed & indipendente dalla
tensione V che si stabilisce ai sui capi in condizioni di carico. E consuetudine indicare tale
corrente con ieq. Indicando con N e Ny, rispettivamente il numero di generatori
indipendenti di corrente e di tensione presenti all’interno del bipolo essa puo essere
espressa come

Ng Ng,
o =1'= 2 adg, + 2 Vg,
k=1 k=1 2
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La corrente i" & dovuta esclusivamente al generatore di tensione esterno. Essa &
proporzionale alla tensione impressa Vv attraverso la conduttanza di ingresso del bipolo

inerte associato. E consuetudine indicare tale conduttanza di ingresso con Oeq- La sua
espressione & i i
& v V[ig =0k
vgkzovk

Si ottiene quindi

I =iH"=lig — 0y V
da cui discende la seguente proprieta generale nota come Teorema di Norton:

Qualunque bipolo lineare che ammetta la rappresentazione in tensione € equivalente ad un
bipolo costituito da un generatore indipendente di corrente e da una conduttanza in
parallelo. La corrente ieqimpressa dal generatore € quella che si stabilisce nel bipolo in
condizioni di corto circuito e la conduttanza g, € la conduttanza del bipolo vista dai
terminali di ingresso quando i generatori indipendenti al suo interno sono spenti.

i | g‘ }
'M' ?"’_ v Y g =i‘v:0: iakig +szgkvgk
: = T k=1 k=1
e .
! |
O i

|:|eq—geqv 27

La rappresentazione di Norton di un bipolo & J\MI' i
possibile se e solo se la LKT non risulta violata -
qualunque sia il valore di tensione nei suoi -<>-
terminali. In altri termini la rappresentazione di

Norton & possibile se e solo se il circuito ottenuto —O— /’
collegando ad esso un generatore di tensione non
e patologico

D

circuito non patologico

Si consideri il seguente bipolo costituito da un bipolo generico in parallelo ad un generatore
di tensione. Ad esso non e possibile applicare nessuna tensione diversa da Vg(neppure v=0
€ ammessa, quindi esso non pud operare in corto circuito) pertanto non & possibile
determinare la corrente che si stabilisce nei suoi terminali in funzione della tensione. Il
bipolo non ammette quindi la rappresentazione in tensione (di Norton).

circuito patologico

Si noti che ai fini del circuito esterno tale bipolo
| equivalente al solo generatore di tensione V. La

hy T+ non esistenza della rappresentazione di Norton € il
'0' Vg( <> V  semplice riflesso del fatto che non é possibile

rappresentare un generatore di tensione
indipendente mediante un generatore di corrente.

Si noti che in alcuni casi la non esistenza della rappresentazione di Norton pud non essere
evidente (in presenza di generatori pilotati). In ogni caso se essa non esiste entrambi i

circuiti per la determinazione di Vi e ¢, risultano impossibili o indeterminati 28
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Si consideri un bipolo che ammette

la rappresentazione di Thevenin eq [+ i +|v ra;‘;to
i () Non patologico
: I\
<> V=V~ !
O ;
7 Veq [+ i +lv _
O Q=
Patologico

Se la resistenza equivalente r, & non nulla allora il circuito ottenuto collegando il bipolo ad
un generico generatore di tensione & necessariamente non patologico, pertanto il bipolo
ammette anche la rappresentazione di Norton. Al contrario se I',q € nulla allora il suddetto
circuito e patologico e il bipolo non ammette la rappresentazione di Norton.

Cio & il riflesso del fatto che se r,; =0
¢ allora il bipolo & equivalente ad un 9 +

+ —
generatore di tensione indipendente -<>— C) — C) Veq = Vg
(V= Vi) e non puo essere =0

<

rappresentato mediante un
generatore di corrente.

29

Parametri del bipolo di Norton

eq i Feg
e
Veq |+ +<>V
v i i 1
i =il == 99="7| o =T =
eq ‘v:o req V| i/ggkk:ovk V=0 req

Se la resistenza equivalente I'; & non nulla la rappresentazione di Norton esiste e i suoi
parametri possono essere determinati sulla base dei parametri della rappresentazione di

Thevenin
! lg#0 .
eq Veq
+ v v g = .
Veq -+ 1 e
i g
Ieq eq 1
geqzr_
V=Veq—l‘eql I=qu—geqv eq
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Analogamente si consideri un bipolo che
ammette la rappresentazione di Norton

37T
O

Oeq# 0
Non patologico

0

0 =0
Patologico

Se la conduttanza equivalente g€ non nulla allora il circuito ottenuto collegando il bipolo
ad un generico generatore di corrente € necessariamente non patologico, pertanto il bipolo
ammette anche la rappresentazione di Thevenin. Al contrario se g € nulla allora il suddetto
circuito e patologico e il bipolo non ammette la rappresentazione di Thevenin.

Cio & il riflesso del fatto che se goq =0 M :é $

N . . N . —e
¢ allora il bipolo & equivalente ad un L
generatore di corrente indipendente -<>— i ’ —_ leg= g
(i =iy VV) e non puo essere 0

rappresentato mediante un —O— o1

generatore di tensione. 31

Parametri del bipolo di Thevenin

i ‘o Tol
ieg Oeq Oeq i
e [ S
Yo =Moo =g s il o

Se la conduttanza equivalente g, € non nulla la rappresentazione di Thevenin esiste e i suoi
parametri possono essere determinati sulla base dei parametri della rappresentazione di

Norton
L. 0q70 ! i
o . v =
\' \' &q
i - .
ieg Yeq 1
r =—
i =iy —0qV V=V — T B

A. Morandi, Universita di Bologna - Elettrotecnica T-A, A.A. 2016/2017



Esercizio 7.3

Determinare la rappresentazione di Norton del bipolo di figura

R =20
R,=1Q
R,=30Q
R,=05Q
v,=12V

Esercizio 7.4

Determinare, se esistono, le rappresentazioni di Thevenin e Norton del bipolo di figura

R =20
R,=1Q
R,=30Q
R,=05Q
ig=6A

Esercizio 7.5

Determinare le rappresentazione di Thevenin e Norton del bipolo di figura

R=10Q

Rl
R,=050Q
v, g R R,=10
2
D R,=1Q
R,= 150
Rs R Rs -
: R,= 150
M—L— =10V

s

34
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Esercizio 7.6

Determinare la rappresentazione di Thevenin del bipolo di figura

Esercizio 7.7

R =10Q
R,=20Q
Ry=2Q
R,=05Q
k=05
V=8V

Determinare la rappresentazione di Norton del bipolo di figura

Esercizio 7.8

R =2Q
R,=1Q
k=05

vg=8V

Determinare la rappresentazione di Norton del bipolo di figura

W

3

Esercizio 7.9

R =10Q
R,=20
R,=05Q
k=20Q
i;=8A

Determinare la rappresentazione di Thevenin del bipolo di figura
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R,=10Q
R,=30
k=05



Esercizio 7.10

Determinare la corrente che attraversa il resistore R nei seguenti casi:

a.R=010Q b.R=10Q ¢.R=10Q
R =20
R; R=1Q
g Ki, _
l ? R,=25Q
+ . k=150
R, R i =6A
I
+

37

Rappresentazione in corrente di un doppio bipolo lineare non inerte

Si consideri un circuito adinamico lineare, comunque complesso, accessibile attraverso due
porte (i.e. due coppie di terminali). Tale circuito costituisce un doppio bipolo. Ci proponiamo
di valutare le tensioni v; e V, che si stabiliscono ai capi delle due porte quando in esse
circolano le generiche correntii, e i,.

o _ JW\I' }- A tal fine colleghiamo al doppio bipolo due
V1 _<>_ V2 generatori di corrente che impongono le
‘_ T ¢ correnti i, e i,. Assumiamo che tale
I _é _O_ 7_ I2 collegamento sia possibile, ossia che il
circuito cosi costruito non sia patologico.

La proprieta di sostituzione assicura che, assegnate le correnti i, e i, alle porte, le tensioni
siano le medesime qualunque siano i bipoli esterni ad esso collegati (purché questi siano
interessati dalle correntii ei,)
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Utilizzando la proprieta di sovrapposizione possiamo scomporre il circuito cosi ottenuto in
due circuiti distinti: un primo circuito nel quale agiscono solo i generatori indipendenti
presenti all’interno del doppio bipolo, un secondo circuito in cui agiscono solo i generatori di
corrente esterni i, e i,. Ciascuna tensione di porta sara ottenibile dalla somma dei contributi
V', v"indicati in figura

W >

T "

- Q9

V, =V, +V, 39

La tensione V' (V') coincide con la tensione a vuoto ai capi della porta 1 (2) ed &
indipendente dalle correnti che circolano in entrambe le porte in condizione di carico. E
consuetudine indicare tale tensione con Vg, (Vo). Indicando con Ny; e Ny, rispettivamente il
numero di generatori indipendenti di corrente e di tensione presenti all’interno del bipolo
essa puo essere espressa come

z

N

gi v
Vi, =V'= ) I, +> b,V . .
leg — 1 kZ;‘ gk kZ;d k9K Iy e by (ry e by ): resistenze di
r\] ; trasferimento e guadagni di tensione del
gi v

circuito inerte associato

Vg =V,'= r2k|9k+kzb2kvgk
1 =1

=
Il

Le tensioni v;" e V," sono dovute esclusivamente ai generatori di corrente esterno i, e i,.
Esse sono proporzionali alle correnti impresse i, e i, attraverso la resistenza di ingresso e la
resistenza di trasferimento del doppio bipolo inerte associato.

Vp =gl

=Tyl — Tyl

40
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Possiamo enunciare quindi la seguente proprieta generale: qualunque doppio bipolo
lineare che ammetta la rappresentazione in corrente e equivalente ad un doppio bipolo
costituito dal doppio bipolo inerte associato (rappresentato mediante la matrice R) e da
due generatori indipendenti di tensione posti in serie a ciascuna porta.

i i i i
Hel W 0 S Easar
VlT '<>' TVZ < VlT Vieq '<>' Yo TVZ

1 Vieq _ i Tk
2 Vaoeg CYR PPYANC
Elementi della matrice della resistenze
del doppio bipolo inerte associato
Tensioni a vuoto sulle due porte 4

Le tensioni V¢ € V,e impresse dai generatori sono quelle che si stabiliscono sulle porte 1
e 2 rispettivamente quando entrambe lavorano a vuoto

Vigg = Vi -

iy
Ip=

eq

Voeq = ‘i =0

2,0 200 g
| coefficienti sono ryy, 15, 'y € Iy, sono gli elementi della matrice della resistenze del
bipolo inerte associato (definita nel capitolo 5).

A A Nota: questi coefficienti coincidono
M= -0 Mo =—7 B esattamente con gli elementi della
Iy :Z;:()VK P :;;ZOW matrice R riportati nel capitolo 5. Il
Vg, =0k Vg, =0k segno meno che qui compare & dovuto
al fatto che in questo capitolo si sono
My = _ﬁ_ My = _Y_Z assunte positive le correnti uscenti.
¢! :zkgow 21 Zovk
vgk:OVk vgk:ow

Procedendo in modo del tutto analogo quanto fatto per la rappresentazione in corrente e
possibile introdurre le rappresentazioni in tensione, ibrida diretta e ibrida inversa doppi
bipoli non inerti. Tali rappresentazioni sono esposte nel seguito. 42
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Rappresentazione in tensione di un doppio bipolo lineare non inerte

Qualunque doppio bipolo lineare che ammetta la rappresentazione in tensione e
equivalente ad un doppio bipolo costituito dal doppio bipolo inerte associato (rappresentato
mediante la matrice G) e da due generatori indipendenti di corrente posti in parallelo a

ciascuna porta.

1

[
o—<¢
VlT

¢

—

QO3

i, i iy
}-—»—o R 1 Ileq—.(\ W }iZeq
Tvz - VlT 3 -<>- 4 Tvz
yaRn < >
i1 _ ileq Ou OV
i I eq O O»/)\V,

*

Elementi della matrice della conduttanze
del doppio bipolo inerte associato

Correnti di cortocircuito sulle due porte

Rappresentazione ibrida diretta di un doppio bipolo lineare non inerte

Qualunque doppio bipolo lineare che ammetta la rappresentazione ibrida diretta &
equivalente ad un doppio bipolo costituito dal doppio bipolo inerte associato (rappresentato
mediante la matrice H), da un generatore indipendente di tensione posto in serie alla prima
porta e da un generatore indipendente di corrente posto in parallelo alla seconda porta.

1

[
o—<¢

—

JVV\'.

_<>_

O M
<

S

Tensione a vuoto sulla porta 1 (porta 2 in corto circuito)

v

Vi

Vi

_hlZ
+h,,
A

Elementi dellla matrice ibrida diretta del
doppio bipolo inerte associato

Iy
Az

+hy

I |2eq - h21

Corrente di cortocircuito sulla porta 2 (porta 1 a vuoto}*
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Rappresentazione ibrida inversa di un doppio bipolo lineare non inerte

Qualunque doppio bipolo lineare che ammetta la rappresentazione ibrida diretta e
equivalente ad un doppio bipolo costituito dal doppio bipolo inerte associato (rappresentato
mediante la matrice H'), da un generatore indipendente di corrente posto in parallelo alla
prima porta e da un generatore indipendente di tensione posto in serie alla seconda porta.

e M Sp e W SO
VlT Tvz - VlT T -<>- Vaeq Tvz
O <

Corrente di cortocircuito sulla porta 1 (porta 2 a vuoto)

) (he | (P —RRY (v
\Z Vaoeg -h, +h'y ),

*

Elementi della matrice ibrida inversa del
doppio bipolo inerte associato

Tensione a vuoto sulla porta 2 (porta 1 in corto circuito)’

Rappresentazioni di m-porte adinamici lineari non inerti

Tutto quanto esposto fino ad ora relativamente ai doppi bipoli lineari non inerti &
generalizzabile ai componenti a m-porte

SR 5

w <> O

Per gli m-porte lineari non inerti sono definibili
la rappresentazione in corrente: V= Vg - R i
la rappresentazione in tensione: i = i - G v
le rappresentazioni ibride

46
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Esercizio 7.11

Determinare la rappresentazione ibrida diretta del doppio bipolo non inerte di figura

W——MW—— "o
R, R,=4Q
R R=2Q

Vg + § Rd Rdzzg

vy=14V

Esercizio 7.12

Determinare la rappresentazione in tensione del doppio bipolo non inerte di figura

AW R=10

R,=1Q

R, v R, R=1Q
's iy =6A
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