TEOREMA DI UNICITA PER IL PROBLEMA ELETTROMAGNETICO (TEOREMA DI SOMMERFELD)

Utilizzando il Teorema di Poynting € possibile ricavare un Teorema di unicita del campo
elettromagnetico in presenzadi mezzi lineari, omogenel ed isotropi (Teorema di Sommerfeld):

In un dominio T, delimitato dalla superficie chiusa S, ove sussistano leggi di legame materiale
lineari e note, il campo elettromagnetico, descritto dai vettori E, D, H, B ¢ univocamente
determinato in ogni istante t > () quando siano assegnate:

a) la distribuzione dei vettori E, D, H e B su tutto il dominio T all istante t=0 (condizioni iniziali),
b) la distribuzione dei campi impressi E; su tutto T ad ogni istante >0,

¢) la distribuzione sulla superficie di contorno S ad ogni istante t>(0, della componente tangenziale
del campo elettrico E, o della componente tangenziale del campo magnetico H o della
componente tangenziale di E su parte di S e della componente tangenziale di H sulla rimanente
parte del contorno (condizioni al contorno).

Dimostrazione;

Sia dato il problema elettromagnetico definito sul dominio t, delimitato dalla superficie chiusa S.
Siano noti

a) i vaori iniziali del campo el ettromagnetico;
b) per ogni t >0, i campi elettrici impressi;

¢) lacomponente tangenziale di E su S, e lacomponente tangenziale di H su S*, dove S ed S" sono
parti del contorno S,eS' +S'=S.

Si ipotizzi, per assurdo, I'esistenza di due soluzioni per lo stesso problema elettromagnetico,
individuate dai campi E;, D1, Hy, B; € E;, D,, Hy, B,. Per la linearita del problema, il campo
€l ettromagneti co ottenuto per differenza:

e= El —Ez d= Dl—Dz h= H]_‘Hz b= Bl—Bz

e soluzione a problema el ettromagnetico definito sullo stesso dominio T, con:
a) valori iniziai di campo elettromagnetico nullo,
b) campi impressi sempre nulli;
c) componente tangenziale di e sempre nullasu S, e componente tangenziale di h sempre nulla su
S"
Applicando il Teoremadi Poynting al campo elettromagnetico e, d, h, b si ottiene:
2 :2

EH{J’ Ly +5J'ae2dv ELIJ—dV +{(exh)hds=0

dtf2J: p 2J. HJo s
Indicando con ey, hy, €, h,, n rispettivamente i componenti tangenti ad S di e e di h, le componenti
normali ad Sdi e edi h ed il versoreanormalead S, si puo scrivere:

(exh)in= [(et +emn)x(h, + hnn)][n =(e, xh,)In,

Ma poiché, sulla superficie S, € nullo o e; 0 h; , risulta senz'altro nullo il flusso attraverso tale
superficie del vettore exh. Introducendo inoltre larelazione j = o e Si ottiene:
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La funzione integranda a secondo membro € positiva o, al piu, nulla. Ne consegue che il secondo
membro € negativo o nullo. Integrando tale relazione nel tempo (tragli istanti 0 et) si ha:
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All'istante inizide si hae(0) = 0 e b(0) = O, pertanto il secondo integrale a primo membro € nullo:
w(0) = 0. Risulta quindi che per t > 0 il primo integrale a primo membro pud assumere valori
negativi o, a piu, nulli: w(t) < 0. Tuttavia, per t > 0 tale integrale puo assumere per definizione (e la
sommadi due termini positivi o nulli) solo valori positivi o, a piu, nulli: w(t) = 0. Ne segue che tale
integrale non puo che essere nullo: w(t) = 0.

Pertanto, visto che I’integrando € positivo o nullo, non possono che essere nulli, separatamente e(t)
e b(t). Segue quindi che, pert >0,

e=0 = Ei=E,

b=0 = B]_:Bz

il che proval’ asserto.



