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TEORIA DEI CIRCUITI

1. INTRODUZIONE

oD 1 b
Si consideri un sistema elettrico 6_=0 S
t

costituito da un certo numero di

“componenti” (vedi figura 1). Cia-

scun componente (A, B, C, D) ¢ 2

racchiuso all’interno di un conteni- L. 3

tore da cui escono dei terminali col- >

legati elettricamente tra di loro me- p L P
diante dei fili metallici (1, 2, 3, 4, 5). : 4

Figura 1

Tutto il sistema ¢ immerso nell’aria che ¢ un mezzo isolante. La regione costituita da tutto lo
spazio meno quello occupato dai componenti (spazio esterno ai componenti) ¢ una regione a con-
nessione lineare semplice: presa una qualsiasi linea chiusa che giace in tale regione, esiste almeno
una superficie che si appoggia a tale linea che giace anch’essa tutta all’interno della regione consi-
derata.Si supponga che nello spazio esterno ai componenti sia possibile considerare nulla la derivata
temporale della induzione magnetica e dello spostamento elettrico. Si consideri quindi la circuita-
zione del campo elettrico relativa ad una qualsiasi linea chiusa L che giace nello spazio esterno ai
componenti. Risulta:

dd,
dt

fB-di=-—"2=0 (1)

L

Dalla (1) segue che la circuitazione del campo elettrico lungo una linea che congiunge due punti
qualsiasi P; e P,, rimanendo sempre nello spazio esterno ai componenti, non dipende dalla partico-
lare linea scelta ma unicamente dai punti Py e P, (si dice che il campo elettrico & conservativo) e
viene chiamata differenza di potenziale tra il punto P; ed il punto P:

P, By

Si consideri una superficie chiusa S qualsiasi che giace nello spazio esterno ai componenti, risulta :

J(J+§}nd5= 0 :>IJ-ndS: 0
s

S

3)

La densita volumetrica di corrente elettrica, nello spazio esterno ai componenti ¢ nulla ovunque
tranne che all’interno delle connessioni metalliche. In particolare si consideri una superficie S che
racchiude al suo interno solo un tratto di connessione metallica; dalla (3) segue che la corrente che
circola in quella connessione, non dipende dal punto considerato della connessione, ma ¢ una carat-
teristica della connessione.

Nessun sistema elettrico reale verifica esattamente le ipotesi assunte per quello sopra descritto;
tali ipotesi sono perd soddisfatte con buona approssimazione per molti sistemi elettrici reali, per
descrivere i quali si fa uso di un modello ideale che prende il nome di circuito elettrico a costanti
concentrate. In particolare, per tali sistemi, la circuitazione del campo elettrico lungo una linea che
congiunge due punti non ¢ indipendente dalla linea scelta, ma la dipendenza ¢ cosi piccola che risul-
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ta trascurabile a tutti gli effetti pratici. In tal caso, invece di parlare di differenza di potenziale, per
indicare 1I’approssimazione fatta, si preferisce parlare di tensione tra i due punti.

2. DEFINIZIONI E LEGGI DI KIRCHHOFF

Un CIRCUITO ELETTRICO A COSTANTI CONCENTRATE, o rete elettrica, € un insie-
me di componenti elettrici ideali soggetto ai vincoli (che saranno enunciati nel seguito) noti come
Leggi di Kirchhoff. Nel seguito, per semplicita, con la parola circuito elettrico si intendera circuito
elettrico a costanti concentrate.

La carica elettrica, indicata con q, ¢ la proprieta intrinseca della materia responsabile dei feno-
meni elettrici e magnetici. L’unita di misura della quantita di carica ¢ il coulomb (C). In un circuito
elettrico le cariche elettriche possono muoversi attraverso i componenti e le connessioni metalliche.
La corrente, indicata con i, che passa attraverso una data superficie (ad esempio la sezione di una
connessione metallica) e definita dalla carica elettrica che attraversa quella superficie nell 'unita di
tempo. L unita di misura della corrente ¢ 1’ampere (A); un ampere ¢ pari ad un coulomb al secondo.

_dq
Tt

Il moto della carica elettrica attraverso 1 componenti e le connessioni metalliche richiede energia.
La tensione, indicata con vga, tra due terminali A e B in un circuito ¢ il lavoro richiesto per muove-
re una carica positiva unitaria da A (terminale —) a B (terminale +). L’unita di misura della tensione
¢ il volt (V).

Possiamo dunque esprimere la corrente come: i

. . . dw
Possiamo dunque esprimere la tensione come: vy, = %
q

Un componente elettrico ideale (vedi figura 2) ¢ caratterizzato da un numero di terminali, 0 morsetti
(solitamente un componente a due terminali ¢ detto bipolo, uno a tre terminali ¢ detto tripolo, etc. ,
uno a N terminali ¢ detto N-polo,).
i 4
+
i V12

A LS,

. +
13 _ V23
3

Fig. 2 Componente a tre terminali

A ciascun terminale ¢ associata una corrente che ¢ univocamente definita, in valore e segno, una
volta che sia stato arbitrariamente scelto il suo verso positivo (indicato dalla freccia): una corrente 1,

= 2 significa che una corrente di intensita pari a 2 Ampere entra nel componente A attraverso il ter-
minale 1, viceversa, una corrente i, = — 2 significa che una corrente di intensita pari a 2 Ampere
esce dal componente A attraverso il terminale 1

Ad ogni coppia di terminali & associata una tensione che ¢ univocamente definita, in valore e se-
gno, una volta che sia stato arbitrariamente scelto il terminale di riferimento (indicato col segno —):
una tensione v,, = 2 significa che il terminale 1 si trova ad un potenziale superiore di 2 Volt rispetto

a quello del terminale 2, viceversa una tensione v, = — 2 significa che il terminale 1 si trova ad un

potenziale inferiore di 2 Volt rispetto a quello del terminale 2. Talvolta 1’indicazione del “—" e del
“+” viene sostituita da una freccia che indica il terminale positivo.
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Un componente con due terminali viene chiamato bipolo. Nel seguito, per semplicita, si sup-
porra che i circuiti in esame siano costituiti di soli bipoli; se cid non fosse vero, si puo pensare
di ricondursi alla ipotesi, sostituendo i componenti con piu di due terminali con opportuni
circuiti equivalenti costituiti da soli bipoli: cio e sicuramente possibile mediante 1'introduzione
di generatori pilotati (che verranno definiti nel seguito).

All’interno del circuito, I terminali appartenenti a diversi componenti sono collegati tramite con-
nessioni ideali, caratterizzate dall'avere una tensione nulla ai loro capi (vedi figura 3).

1 2

o— 0
+ v -

Fig. 3 Connessione ideale (v =0)

Un nodo di un circuito elettrico € un punto a cui sono collegati, mediante una connessione ideale,
due o pil terminali, oppure ¢ un terminale isolato; i nodi del circuito sono quindi le sue connessioni
ideali ed i terminali isolati. Il circuito della figura 4 ¢ costituito da cinque bipoli; collegati a 4 nodi
(A, B, C, D). Una sequenza chiusa di nodi ¢ una successione di nodi tale che il primo nodo coincide
con l'ultimo. (Ad esempio, sono sequenze chiuse AA, ABA, ABCA, ABCDA, etc.)

\f)
A + - B
———— 2 3
- - +
\4 1 3 V3 5 Vs
+ \2 + -
+ -
De—— 4 ——eC

Figura 4. Circuito con 5 elementi e 4 nodi.

LA LEGGE DI KIRCHHOFF DELLE TENSIONI (LKT) afferma che per una qualsiasi se-
quenza chiusa di nodi la somma algebrica delle tensioni (tra due nodi successivi) ¢ nulla.

Con riferimento al circuito della figura 4, applicando la LKT alla sequenza chiusa di nodi ABCA si
ottiene la seguente equazione:

vaB + VBc+ vea =0 4)

Le tensioni di nodo (o potenziali di nodo) di un circuito sono le tensioni di tutti 1 nodi rispetto ad
un nodo assunto come riferimento, la cui scelta ¢ arbitraria (ma a cui solitamente si attribuisce un
valore nullo). La LKT permette di esprimere la tensione tra una qualsiasi coppia di nodi del circuito
come differenza delle relative tensioni di nodo: con riferimento alla figura 4, supponendo di sceglie-
re il nodo A come nodo di riferimento (e posto dunque e, = 0), ed indicando con ey ed e le tensioni

di nodo dei nodi B e C (eg = vga ; €c = Vca) la equazione (4) permette di scrivere:

VBC = € — €c (5)
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La sequenza chiusa di nodi ABCDA individua un percorso chiuso attraverso i componenti del
circuito: i tratti di tale percorso all'interno di ciascun componente vengono detti rami ed il percorso,
maglia. In generale, un ramo di un circuito ¢ un percorso che collega due nodi attraversando un
componente; ad un bipolo ¢ associato un solo ramo del circuito mentre ad un componente con piu di
due terminali sono associati pitl rami (tutti i percorsi possibili che collegano 1 terminali del compo-
nente attraversandolo). Applicando la LKT alla maglia ABCDA, tenendo conto dei versi positivi
scelti per le tensioni ai capi dei componenti (tensioni di ramo) e del verso di circuitazione della ma-
glia, si ottiene la seguente relazione:

Vo—Vv3—vs+v;=0 (6)

La LKT applicata ad una maglia del circuito afferma che la somma algebrica delle tensioni di
ramo (sui rami che compongono la maglia) ¢ nulla.

La LEGGE DI KIRCHHOFF DELLE CORRENTI (LKC) afferma che per ogni superficie chiu-
sa che interseca unicamente le connessioni tra i componenti, € non i componenti stessi, la somma
algebrica delle correnti che attraversano la superficie ¢ nulla.

Si consideri in primo luogo una superficie chiusa che racchiuda al suo interno solo un bipolo (vedi
figura Sa).

........ S
1 L2
1 1
1 2

Fig. 5a. Legge di Kirchhoff delle correnti applicata ad un bipolo.

La corrente i, entra nella superficie indicata con la linea tratteggiata S nella figura, mentre la cor-
rente 1, esce da tale superficie (di solito si assumono positive le correnti uscenti € negative quelle

entranti); la LKC afferma quindi che deve essere i, —1; = 0, da cui segue che: 1, = i;. Tenendo conto
di ci0, con riferimento alla figura 5b si consideri la superficie chiusa la cui rappresentazione nel
piano del disegno ¢ la linea tratteggiata S,.

’,’l A A - 2 _< :- . "'v:
i i,
1 3 5
1, s
D 4 |—e—oC
Figura 5b.
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Le correnti che attraversano tale superficie sono la corrente i, e la corrente i, che entrano nella su-
perficie e la corrente i5 che esce, per cui la LKC applicata a tale superficie permette di scrivere la
seguente equazione:

—iz—i4+i5=0 (7)

Si consideri la superficie chiusa la cui rappresentazione nel piano della figura 5b ¢ la linea tratteg-
giata S, : tale superficie racchiude al suo interno solo il nodo B e la LKC ad essa associata afferma

che la somma algebrica delle correnti dei rami che convergono nel nodo B ¢ nulla:
ipb—i3—i5=0 (8)

Applicando la LKC a tutti i quattro nodi del circuito di figura 5.b, ottiene quindi il seguente sistema
di equazioni:

+1, -1, =0
+i, —i4 -5 =0

+1;  +iy =0

-1, -i, +iy =0

+0 +0 +0 +0 +0 =0

Come ¢ immediato verificare, la somma delle equazioni porta ad una identita (0 = 0). Tale risultato
generale ¢ dovuto la fatto che ogni corrente di ramo ix compare esattamente due volte, con segni
opposti, nelle LKC relative ai nodi che sono 1 terminali del ramo k. Una delle equazioni ¢ dunque
una combinazione lineare delle altre N — 1 = 3, e si pud omettere. Le rimanenti N — 1 = 3 equazioni
sono chiaramente indipendenti in quanto, qualunque sia 1I’equazione omessa (ad esempio la quarta,
nodo D), tutte le correnti di ramo presenti nell’equazione eliminata compaiono una sola volta nelle
restanti equazioni (ad esempio ij, i4 ed is). Le equazioni LKC indipendenti sono quindi N — 1.

Le due leggi di Kirchhoff, delle tensioni e delle correnti, permettono di scrivere delle equazio-
ni lineari tra le tensioni e le correnti che non dipendono dalla natura dei componenti presenti
nel circuito, ma unicamente da come essi sono collegati tra di loro (topologia del circuito).

Sia dato un circuito caratterizzato da R rami ed N nodi (ad esempio per il circuito di figura 5.b, N
=4 ed R = 5). Per ciascun ramo si assumano versi positivi per la tensione di ramo e la corrente di
ramo associati secondo la scelta dell’utilizzatore, ossia quando la corrente entra nel terminale posi-
tivo (vedi fig. 6.a). I versi di riferimento associati secondo la scelta del generatore sono illustrati
nella figura 6.b, in cui la corrente esce dal terminale positivo.

1 1

:—'— —e —Pp— ——e
B \/
v v

Fig. 6.a Versi di riferimento associati secondo la scelta dell utilizzatore per la tensione e la cor-
rente di ramo. A destra, l'indicazione del “—"" e del “+” ¢ sostituita da una freccia che indica il

terminale positivo.
i i
—p o —p e
- + w
v v
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Fig. 6.b Versi di riferimento associati secondo la scelta del generatore per la tensione e la corren-
te di ramo. A destra, ['indicazione del “—"" e del “+ " ¢ sostituita da una freccia che indica il termi-
nale positivo.

Preso arbitrariamente un nodo come nodo di riferimento del circuito, la LKT permette di scrivere R
relazioni del tipo (5) linearmente indipendenti che in forma matriciale assumono la forma:

v=Me 9

dove v ¢ il vettore delle tensioni di ramo, e ¢ il vettore delle tensioni di nodo ed M € una matrice
avente R righe ed (N — 1) colonne, il cui generico elemento My, risulta nullo se il ramo h non ¢ col-

legato al nodo k, uguale a + 1 se la corrente del ramo h esce dal nodo k, — 1 se la corrente del ramo
h entra nel nodo k. A titolo di esempio si consideri ancora il circuito di figura 5.b, utilizzando versi
di riferimento associati secondo la scelta dell utilzzatore per le tensioni e le correnti di ramo e
prendendo D come nodo di riferimento (ep = 0). Si ha quindi:

v, =e, vi| [+1 0 0] [+1 0 0]
V, =€ —€, vy -1 +1 O [|e, -1 +1 O

Vy=€c—€5 = vi3r=| 0 -1 +ljjeg;r = M= 0 -1 +1
vV, =€¢ Vg 0 0 +1flec 0 0 +1
Vs =—€g vs] |0 -1 0] 10 -1 0|

La LKC applicata a tutti 1 nodi tranne quello di riferimento permette di scrivere (N — 1) equazio-
ni del tipo (8) che in forma matriciale assumono la forma:

Ai=0 (10)
dove i ¢ il vettore delle correnti di ramo ed A € una matrice, chiamata matrice di incidenza ridotta,

avente (N — 1) righe ed R colonne, il cui generico elemento A, risulta nullo se il ramo k non ¢ col-

legato al nodo h, uguale a +1 se la corrente del ramo k esce dal nodo h, — 1 se la corrente del ramo k
entra nel nodo h. A titolo di esempio si consideri ancora il circuito di figura 5.b. Si ha quindi:

1
i,—i,=0 +1 -1 0 0 07i,] [0 +1 -1 0 0 0
i,—iy—is=0 =|0 +1 -1 0 -1f{i,t=d0l= A=l0 +1 -1 0 -1
iy+i, =0 0 0 +1 +1 o] [0 0 0 +1 +1 0
is

Risulta quindi dalle definizioni che M ¢ la trasposta di A, cioe:
M=A" (11)

Dalle equazioni (9), (10) ed (11) segue il TEOREMA DI TELLEGEN che afferma che, per un
dato circuito, preso un qualsiasi vettore di tensioni di ramo v,, che soddisfi le LKT (9) per quel cir-

cuito, ed un vettore di correnti di ramo i,, che soddisfi le LKC (10) per quel circuito, allora vale la
seguente relazione:

Vi, =0 (12)

Infatti, si ha
V]Ti2 = (M el)Tiz = elT MTiz = e]T Ai2 = e]T 0=0
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Facendo riferimento a versi di tensione e corrente associati secondo la scelta dell’utilizzaztore
(fig. 6), si definisce potenza elettrica assorbita da un bipolo in un generico istante t, il prodotto tra
la tensione presente ai suoi terminali all'istante t e la corrente che lo attraversa in quell'istante:

p(t) = v(t) i(t) (13)

Infatti, dalle definizioni di i = dg/dt e di v = dw/dq, si ha v i = (dw/dq)(dq/dt) = dw/dt = p. Nel caso
in cui i versi della tensione e della corrente siano associati secondo la scelta del generatore, il pro-
dotto vi definisce la potenza elettrica erogata dal bipolo.

Piu in generale, facendo riferimento ad un generico componente con N terminali, la potenza elet-
trica assorbita da tale componente in un generico istante t ¢ data dalla seguente espressione:

O NCING (13.2)

dove si ¢ preso I'ennesimo terminale come terminale di riferimento per le tensioni ed i versi positivi
delle correnti sono tutti entranti nell'elemento. Si dimostra che la potenza elettrica assorbita non
dipende dalla scelta del terminale di riferimento, infatti, facendo uso delle leggi di Kirchhoff delle
tensioni prima e della legge di Kirchhoff delle correnti poi si ottiene:

N N N
P= D vic= (Vi Vin) i = X VitV =p (13.b)

k=1k=j k=Lk#j k=Lk#j

Se si applica il teorema di Tellegen (12) considerando il vettore delle tensioni ed il vettore delle
correnti che effettivamente sono presenti nel circuito ad un generico istante t, si ottiene la relazione
(14) che, sulla base della definizione (13), mostra come la potenza elettrica assorbita da tutti i com-
ponenti del circuito risulti in ogni istante nulla.

vOTi(t) = vi(0) 11 (1) + V() ix(t) + ... = py(©) + pa(t) + ... =0 (14)

3. COMPONENTI

Nel seguito vengono descritte e discusse le equazioni costitutive e le proprieta fondamentali di
alcuni tra i componenti di impiego piu diffuso in elettrotecnica. In generale i componenti sono ca-
ratterizzati da una relazione (caratteristica o equazione costitutiva) tra la corrente che li attraversa e
la tensione tra i loro terminali”. Un componente in cui sia determinabile la tensione nota la cor-
rente si dice controllato in corrente (cioe, & possibile alimentarlo con un generatore di corrente
con corrente impressa qualsiasi [definito nel seguito] e ad ogni valore della corrente impressa corri-
sponde un solo valore della tensione ai terminali); analogamente, un componente in cui sia deter-
minabile la corrente nota la tensione si dice controllato in tensione (cioe, ¢ possibile alimentarlo
con un generatore di tensione con tensione impressa qualsiasi [definito nel seguito] e ad ogni valore
della tensione impressa corrisponde un solo valore della corrente assorbita). Infine, si premette che
due componenti si dicono equivalenti quando presentano la stessa caratteristica tensione-
corrente (anche se hanno una struttura interna differente).

i Caratteristica del componente: f(i, v) =0

+' » d Se il componente ¢ controllato in corrente: v = h(i)

Se il componente ¢ controllato in tensione: 1= g(v)

© 11 tempo pud comparire esplicitamente nella relazione caratteristica. In tal caso il componente & detto tempo-variante,
altrimenti il componente ¢ detto rempo-invariante. Tutti i componenti trattati nel seguito sono tempo-invarianti.
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Resistore lineare

R
R Yy y—
+ _
v

Figura 7 Simbolo del resistore lineare

11 simbolo del resistore lineare ¢ indicato nella figura 7. Con riferimento alla scelta dell’utilizzatore
per i versi positivi di tensione e corrente, la legge costitutiva del resistore ¢ la seguente:

v=Ri (15.a)
0, alternativamente
i=Gv (15.b)

dove R € una costante chiamata resistenza (misurata in 2 [Ohm]), G ¢ una costante chiamata con-
duttanza (misurata in S [Siemens]) e risulta G = 1/R. L'espressione della potenza elettrica assorbita
segue dalla (13) e risulta:
p=vi=Rii=Ri*=i/G (16.a)
o, alternativamente
p=vi=v (V/R)=v/R=GV (16.b)

Se la resistenza R ¢ positiva, la potenza elettrica assorbita risulta essere sempre positiva, o al piu
nulla quando la corrente ¢ nulla; i componenti che godono di tale proprieta vengono detti compo-
nenti passivi. Facendo ricorso alle conoscenze della fisica, si pud dimostrare che un filo di rame di
lunghezza L e sezione S pud essere modellato per mezzo di un resistore di resistenza R pari a pL/S,
in cui la potenza elettrica assorbita viene trasformata in energia termica mediante un fenomeno noto
come “effetto Joule”.

Dalla (15.a) segue che se ¢ nota la corrente che circola sul resistore ¢ nota anche la tensione ai suoi
capi; quindi il resistore ¢ un componente controllato in corrente. Inoltre, se R ¢ diversa da zero,
quando ¢ nota la tensione ¢ anche nota la corrente, pari a v/R; quindi il resistore ¢ anche un compo-
nente controllato in tensione. Pertanto, il resistore non nullo risulta un componente controllato sia in
tensione che in corrente.

La connessione ideale, illustrata nella figura 3 ed anche chiamata corto circuito, pud essere con-
siderata un resistore lineare di resistenza nulla (o conduttanza infinita). Come tale risulta essere un
componente controllato in corrente, ma non in tensione; infatti ad un unico valore di tensione (zero)
corrispondono infiniti valori possibili della corrente. Viceversa, un circuito aperto, il cui simbolo ¢
rappresentato nella figura 8, puo essere considerato come un resistore di resistenza infinita (o con-
duttanza zero) e come tale ¢ un componente controllato in tensione, ma non in corrente: infatti all'u-
nico valore possibile della corrente (zero) corrisponde una infinita di valori possibili della tensione
ai suoi capi.

i + )
v
Figura 8 Simbolo del circuito aperto (i = 0)
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Due resistori si dicono collegati in serie quando sono percorsi dalla stessa corrente (figura 9);
dalle equazioni costitutive dei due resistori si vede che essi sono equivalenti ad un unico resistore
avente una resistenza equivalente pari alla somma delle due resistenze. La relazione ottenuta ¢ ge-
neralizzabile ad un numero qualsiasi di resistori in serie (per definizione tutti percorsi dalla stessa

corrente): Req = Z¢ Ry

; N Vi B N \2 ~ i Req=Ri: Ry
+ - + v
Rl R2 N
v
A%

V:V1+V2:R1i+R2i:(R]+R2)i V:Reqi

Figura 9 Resistori collegati in serie

Due resistori si dicono collegati in parallelo quando la tensione ai loro capi ¢ la stessa (figura
10); dalle equazioni costitutive dei due resistori si vede che essi sono equivalenti ad un unico resi-
store avente una resistenza equivalente il cui inverso ¢ dato dalla somma degli inversi delle due re-
sistenze (ovvero, ricordando la definizione di conduttanza, due resistori in parallelo sono equivalen-
ti ad un unico resistore avente una conduttanza equivalente pari alla somma delle due conduttanze:
Geq = G1 + Gy.). La relazione ottenuta ¢ generalizzabile ad un numero qualsiasi di resistori in paral-

lelo (per definizione tutti soggetti alla stessa tensione): Geq = Zi Gy.

Rl R — R]R2
“ R, +R
1 2
i
L = W
- + -
v
. v v 1 1 v A%
i=i+i,=—+—=|—+—|v= =
R, R, R, R, R R, R,,
R, +R,
Figura 10 Resistori collegati in parallelo
Diodo ideale
Il simbolo del diodo ideale ¢ indicato nella figura 11.
La legge costitutiva del diodo ideale ¢ rappresentata, nel A K

piano tensione - corrente, dal semiasse negativo delle I\I

tensioni e dal semiasse positivo delle correnti (vedi figu- .

ra 12): se la tensione anodo (A) - catodo (K) ¢ negativa, + I/I -
si dice che il diodo ¢ polarizzato in inversa, in questo

caso il passaggio della corrente ¢ interdetto (per qualun- v
que valore di tensione); viceversa, se il diodo ¢ percorso
da corrente (diodo in conduzione) la tensione ai suoi
capi ¢ nulla (per qualunque valore di corrente).

Figura 11  Simbolo del diodo ideale
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i A

Diodo in conduzione

v=0,1>0) \

Diodo in interdizione
i=0,(v<0) \4

Caratteristica
vi=0
con

i>0
diodo in conduzione (v = 0)

Fig. 12 Caratteristica del diodo ideale

> oppure

v<O0
diodo interdetto (i = 0)

Come si puo vedere dalla caratteristica del diodo, il diodo non ¢ controllato né in corrente, perché
quando la corrente ¢ nulla la tensione puo assumere una infinita di valori (tutti quelle negativi), ne
in tensione, perché quando la tensione ¢ nulla la corrente pud assumere una infinita di valori, tutti
quelli positivi. A seconda quindi che il diodo ideale sia polarizzato in diretta od in inversa, puo es-
sere considerato rispettivamente un corto circuito od un circuito aperto; in ogni caso la potenza elet-

trica assorbita dal diodo € nulla.

Un diodo reale ¢ generalmente realizzato a partire da
un cristallo di materiale semiconduttore (ad esempio
Si, appartenente al IV gruppo della tavola periodica
degli elementi) drogandolo con impurita d tipo p (ad
esempio B, appartenente al III gruppo) e di tipo n (ad
esempio P, appartenente al V gruppo), come illustrato
nella figura 13. La caratteristica tensione - corrente
della giunzione p-n cosi ottenuta ¢ rappresentata, nella
figura 13. Nella sua espressione analitica, sempre ri-
portata nella figura 13, k ¢ la costante di Boltzman
(1.38x10"23 J/K), T la temperatura in K, q la carica (in
modulo) dell’elettrone (1.602x10™"° C) ed I, la corren-
te inversa di saturazione, che ¢ una corrente (tipica-
mente molto piccola) caratteristica del dispositivo.
Quando il diodo reale ¢ in conduzione, ¢ presente ai
suoi capi una tensione positiva (V) ed il diodo reale
assorbe una modesta potenza elettrica dalla rete cui ¢
collegato. Quando il diodo ¢ polarizzato in inversa,
fintanto che la tensione € inferiore, in valore assoluto,
ad un valore limite (tensione di rottura o breakdown
Vy) circola una piccola corrente inversa (dal catodo
all'anodo) (Iy). Pertanto, anche in interdizione il diodo
reale assorbe una potenza di modesta entita. Al supe-
ramento, in valore assoluto, della tensione di break-
down il diodo si danneggia irreparabilmente, consen-
tendo la circolazione di una ingente corrente inversa.
Il diodo reale puo essere considerato come un resisto-
re non lineare, la cui resistenza € una funzione della
corrente.

Vy

av
i=1,e " -1

Fig. 13 Struttura e caratteristica di un
diodo reale
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Induttore lineare

Si definisce induttqre l.ir%eare. un com- —» — e
ponente a due terminali il cui simbolo \

¢ indicato nella figura 14 caratterizza-

to dalla seguente legge costitutiva: v

Figura 14  Simbolo dell’induttore

di
v=L — 17
m 7)
dove L ¢ una costante chiamata induttanza dell'induttore (misurata in H). L'espressione della poten-
za elettrica assorbita segue dalla (13) e risulta:

. di. d(1 .,
=vi=L—i1=—| -Li 18
P dt dt(2 J (18)

La (18) mostra come tutta la energia elettrica assorbita dall'induttore vada ad incrementare il

termine E = 5 L i? che assume quindi il significato di energia magnetica immagazzinata nell'in-

duttore; tale energia, una volta immagazzinata, puo essere interamente restituita ai componenti del
circuito cui ¢ collegato l'induttore durante un transitorio successivo. La potenza elettrica assorbita
dall'induttore puo quindi assumere valori sia positivi che negativi.

Un avvolgimento costituito da N spire finemente avvolte sopra un nucleo toroidale di materiale
ferromagnetico dolce, qualora l'intensita della corrente che lo percorre non sia troppo elevata, in
modo da poter trascurare la saturazione del materiale ferromagnetico, puo essere modellato come un
resistore ed un induttore collegati in serie (vedi fig. 15).

Figura 15 Induttore reale

Il campo magnetico H prodotto dalla corrente 1, a causa dell'elevato valore della permeabilita ma-
gnetica (p) del materiale di cui ¢ costituito il nucleo toroidale dell'avvolgimento, tende a concentrar-
si in tale regione. Si puo dimostrare che, trascurando i flussi dispersi, il valore della induttanza
dell'induttore ¢ definito dalla relazione:

Lo, 1 2
ELI —V'[ EHH dv (19)

toro
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La potenza elettrica assorbita dall'induttore reale, viene in parte trasformata in energia termica
per effetto Joule ed in parte immagazzinata nel campo magnetico presente all'interno del nucleo
toroidale. Per sottolineare il fatto che alla energia elettromagnetica E,, € associato un campo magne-
tico, tale energia viene piu specificatamente chiamata energia magnetica immagazzinata nell'indut-
tore.

L'equazione costitutiva dell'induttore (17) permette in ogni istante, se ¢ noto il valore della ten-
sione ai suoi capi, di calcolare la derivata temporale della corrente che lo attraversa lasciandone
pero completamente indeterminato il valore. Il valore della corrente individua univocamente 1'ener-
gia magnetica immagazzinata nell'induttore e dipende dal transitorio subito dalla corrente nel perio-
do precedente all'istante di tempo che si considera. Infatti, integrando nel tempo la (17), supponen-
do che all'istante — o, quando ¢ stato assemblato il circuito ed ¢ iniziato il transitorio, la corrente
sull'induttore fosse nulla, si ottiene:

L1
(= j v(t)de (20)
L
—00

La (20) mostra che il valore della corrente all'istante t dipende dal valore della tensione in tutti gli
istanti precedenti. Per indicare ci0 si dice che l'induttore ¢ un componente dotato di memoria. Il
valore della corrente che attraversa l'induttore individua univocamente 1'energia magnetica imma-
gazzinata al suo interno e percio costituisce la sua variabile di stato.

Condensatore lineare
C

Il simbolo del condensatore ¢ indicato nella figura

i
16, la sua legge costitutiva ¢ la seguente: I I
dv -

i=C a +
t
@1 v
dove C ¢ una costante chiamata capacita del con-
densatore (misurata in F). Figura 16 Simbolo del condensatore
L’espressione della potenza elettrica assorbita segue dalla (13) e risulta:
. dv. d(1_,
=vi=vC—=—| =Cv 22
P dt dt (2 j 22)

La (22) mostra come tutta la energia elettrica assorbita dall'induttore vada ad incrementare il

termine E_ = Py C v? che assume quindi il significato di energia elettromagnetica immagazzinata nel

condensatore; tale energia, una volta immagazzinata, puo essere interamente restituita ai componen-
ti del circuito cui ¢ collegato il condensatore durante un transitorio successivo. La potenza elettrica
assorbita dal condensatore pud quindi assumere valori sia positivi che negativi.

Un cilindro ed una corona cilindrica coassiali, costituiti di materiale conduttore, separate da una
corona cilindrica, coassiale con le precedenti, costituita di materiale isolante, formano un condensa-
tore cilindrico che pu0 essere modellato con buona approssimazione mediante un condensatore
ideale (vedi fig. 17).
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I
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B
Figura 17 Condensatore cilindrico

Quando una carica q viene spostata tramite una connessione elettrica dalla armatura esterna (colle-
gata al terminale A) a quella interna (collegata al terminale B), la regione di spazio occupata dall'i-
solante interposto tra le armature del condensatore ¢ sede di un campo elettrico. Trascurando il
campo elettrico all'esterno di tale regione, il valore della capacita del condensatore ¢ definito dalla
relazione:

Leve | LeB2av 23)
2 2

Visnlante
dove ¢ ¢ la costante dielettrica dell'isolante. La potenza elettrica assorbita dal condensatore cilindri-
co viene immagazzinata nel campo elettrico presente nell'isolante tra le armature del condensatore.
Per sottolineare il fatto che alla energia elettromagnetica E_ ¢ associato un campo elettrico, tale
energia viene pil specificatamente chiamata energia elettrica immagazzinata nel condensatore.

Le relazioni (21, 22, 23) mostrano come esista una relazione di dualita tra il condensatore e 1'in-
duttore; infatti ¢ possibile ottenere le relazioni caratteristiche di un componente da quelle dell'altro,
scambiando tra di loro i simboli della tensione con la corrente, dell'induttanza con la capacita, del
campo magnetico con il campo elettrico e della permeabilita magnetica con la costante dielettrica.
Analogamente all'induttore, anche il condensatore ¢ un componente con memoria; integrando la
(21) dall'istante — oo, in cui ¢ stato assemblato il circuito ed in cui la tensione ai capi del condensato-
re si ¢ supposta nulla, al generico istante t si ottiene:

t

1 ¢
v(t) = C_{o i(t) dt (24)

La (24) mostra che il valore della tensione in un generico istante t dipende dal valore della corrente
in tutti gli istanti precedenti. Il valore della tensione ai capi del condensatore individua univocamen-
te I'energia elettrica immagazzinata al suo interno e percio rappresenta la sua variabile di stato. Infi-
ne, dalla 24, si riconosce anche che la carica Q presente sull’armatura positiva (cio¢ quella collegata
al termale positivo) ¢ legata alla tensione v dalla relazione Q = C v.
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Generatore di tensione

E E
i i
+ : - + : -
A\ Vv
E E

(a) (b)
Figura 18 Sim boli del generatore di tensione

I simboli che vengono utilizzati per il generatore indipendente di tensione sono indicati nella figura
18a, quelli utilizzati per il generatore di tensione pilotato (o dipendente) nella figura 18b (i1 due sim-
boli vengono usati nella letteratura scientifica con uguale frequenza e sono del tutto equivalenti);.
Nel caso del generatore di tensione indipendente, la tensione impressa E del generatore (o forza
elettro-motrice del generatore) ¢ una funzione nota del tempo, nel caso del generatore di tensione
pilotato, la tensione impressa dipende dal valore della tensione (generatore di tensione pilotato in
tensione: GTPT) o della corrente (generatore di tensione pilotato in corrente: GTPC) di un altro
ramo del circuito. Con riferimento ai versi positivi delle grandezze indicati nella figura 18a, I'equa-
zione costitutiva del generatore di tensione indipendente ¢ la seguente:

v=—E (25)

In figura sono illustrati 1 generatori pilotati GTPT e GTPC aventi caratteristica lineare.

i i

+ — + o +
Y \
Vp v Ip v
_ kvp k vp
~— - ° -
GTPT GTPC
Caratteristica: v=—k v, Caratteristica: v =—Kk i,

L'espressione della potenza elettrica assorbita segue dalla (13) e risulta:
p =V 1 = — E 1 (26)

La potenza elettrica assorbita risulta quindi positiva o negativa a seconda che la corrente attraversi il
generatore nel verso associato o non associato secondo la convenzione degli utilizzatori rispetto a
quello della tensione impressa. Il generatore indipendente di tensione ¢ quindi in grado di assorbire
od erogare, in dipendenza dalle condizioni di lavoro del circuito, una potenza elettrica di valore
qualsiasi, mantenendo comunque inalterato il valore della tensione ai suoi capi. 1l generatore indi-
pendente di tensione ¢ un componente controllato in corrente. Il generatore dipendente di tensione
non ¢ un componente controllato né in tensione né in corrente.
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Una batteria (generatore di tensione reale) puo essere modellata elettricamente mediante lo
schema illustrato nella figura 19, costituito da un resistore e da un generatore indipendente di ten-
sione collegati in serie.

i o R;

-—»@ AAAN ——e

+ —

Figura 19a Modello circuitale di una batteria

Il generatore di tensione permette di simulare la trasformazione di energia chimica in elettrica e
viceversa che avviene all'interno della batteria; la tensione impressa E, ¢ pari alla tensione ai capi
della batteria durante il funzionamento a vuoto (quando non eroga corrente). La resistenza R, del
resistore, viene detta resistenza interna della batteria e permette di simulare la dissipazione di ener-
gia elettrica, per effetto Joule, in calore che viene ceduto all'ambiente circostante, che accompagna
il passaggio della corrente nella batteria. A questa dissipazione ¢ associata una caduta di tensione.
La caratteristica tensione-corrente del bipolo di figura 19a ¢ illustrata in figura 19b. Il generatore di
tensione reale (la batteria) ¢ un componente controllato sia in tensione che in corrente.

AV
Ey/R 1

_EO

Figura 19b Caratteristica tensione-corrente di un generatore di tensione reale (batteria).

Generatore di corrente

(a) (b)

Figura 20 Simboli del generatore di corrente
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I simboli che vengono utilizzati per il generatore indipendente di corrente sono indicati nella figura
20a, quelli che vengono utilizzati per il generatore di corrente pilotato (o dipendente) nella figura
20b (i due simboli vengono usati nella letteratura scientifica con uguale frequenza e sono del tutto
equivalenti). Nel caso del generatore indipendente la corrente impressa (I) ¢ una funzione nota del
tempo, mentre nel caso del generatore pilotato dipende da un'altra grandezza che puo essere la cor-
rente (generatore di corrente pilotato in corrente: GCPC) o la tensione (generatore di corrente pilo-
tato in tensione: GCPT) di un altro componente del circuito. Con riferimento ai versi positivi delle
grandezze indicati nella figura, I'equazione costitutiva del generatore di corrente ¢ la seguente:

i=1 27)

In figura sono illustrati 1 generatori pilotati GCPT e GCPC aventi caratteristica lineare.

i +
Vp v i v
e kvp _ o ki, )
GCPT GCPC
Caratteristica: i =k v, Caratteristica: i =k i,

L'espressione della potenza elettrica assorbita segue dalla (13) e risulta:
p=vi=vl (28)

La potenza elettrica assorbita risulta quindi positiva o negativa a seconda che la tensione ai capi del
generatore abbia verso associato o non associato (secondo la convenzione degli utilizzatori) rispetto
a quello della corrente impressa. Il generatore indipendente di corrente ¢ quindi in grado di assorbi-
re od erogare, in dipendenza dalle condizioni di lavoro del circuito, una potenza elettrica di valore
qualsiasi, mantenendo comunque inalterato il valore della corrente che lo attraversa. Il generatore
indipendente di corrente ¢ un componente controllato in tensione. Il generatore dipendente di cor-
rente non ¢ un componente controllato né in tensione né in corrente.

A differenza dei componenti visti in precedenza, non esiste un componente elettrico reale che
venga modellato elettricamente, con buona approssimazione, da un solo generatore di corrente. Il
generatore di corrente interviene invece nel circuito elettrico equivalente dei dispositivi elettronici.
Ad esempio, ¢ possibile realizzare un circuito complesso che modella un transistore npn in cui sono
presenti due generatori di corrente pilotati in corrente.

1l trasformatore ideale

Il trasformatore ideale ¢ un doppio bipolo il cui funzionamento ¢ descritto dalle seguenti relazio-
ni lineari:
vi=Kwv, (29.2)
ip=—Ki; (29.b)

Dove la costante K ¢ detta rapporto di trasformazione. Il simbolo del trasformatore ideale ¢ indicato
nella figura 21. Si noti che in figura 21 una coppia di terminali ¢ segnata con un punto, indicando
quindi 1 versi di riferimento positivi delle tensioni e delle correnti per cui le equazioni costitutive
(30) sono corrette. In figura 26 € mostrato inoltre uno dei possibili circuiti equivalenti del trasforma-
tore ideale. Si noti anche che, poiché il trasformatore ideale ¢ un componente ideale definito dalle
(30), le relazioni tra tensioni e correnti a primario e secondario sono valide per tutte le forme d’onda
(incluso quindi il regime stazionario).
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Figura 21 - Trasformatore ideale e circuito equivalente.

La potenza assorbita dal trasformatore ideale ¢ nulla; infatti, con riferimento ai versi di riferi-
mento positivi delle tensioni e delle correnti definiti in figura 21, si ha

p(t) = v (t)i, () + v, ()i () = (Kv, (t){_ lz_ét)j +v, ()i, (t) = =v, ()i, (£)+ v, (t)i, (1) =0

Quindi la somma delle potenze assorbite a primario e secondario ¢ complessivamente nulla, ovvero
la potenza assorbita a primario dal trasformatore ideale (p; = v; 1;) risulta in ogni istante uguale a
quella erogata al secondario (p, = — v 12). Anche se non assorbe potenza, il trasformatore ideale
muta i parametri (tensione e corrente) con cui la energia elettrica viene assorbita a primario ed ero-
gata a secondario: la tensione viene ridotta (od aumentata) di un fattore pari al rapporto di trasfor-
mazione del trasformatore K mentre la corrente viene aumentata (o diminuita) dello stesso fattore.

Quando a secondario di un trasformatore ideale ¢ collegato un resistore di resistenza R, il primario
si comporta come un resistore di resistenza equivalente K°R. Tale equivalenza & illustrata nella fi-
gura 22 e prende il nome di “riduzione da secondario a primario”. La dimostrazione ¢ immediata:
. . 2 .
vi()=Kv2 () =K[-Rix(t)] == KR [- Ki1()] = K" R 1;(t)

1 + + il

Vi Vi

A5

Figura 22 - Riduzione da secondario a primario.
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METODI PER L'ANALISI DEI CIRCUITI

Nel seguito vengono illustrati, mediante esempi, alcuni tra i metodi piu utilizzati per 1'analisi dei circuiti
elettrici. Il problema che si vuole risolvere ¢ il seguente: assegnato il circuito elettrico e le grandezze im-
presse dai generatori indipendenti presenti, in generale funzioni qualunque del tempo, si vuole calcolare
I'andamento temporale delle correnti e delle tensioni in tutti i rami del circuito. Come gia detto, si suppone
per semplicita che tutti i componenti siano dei bipoli, potendosi ricondurre alla ipotesi mediante
I'introduzione di circuiti equivalenti dei componenti a piu di due terminali. Gli esempi illustrativi si
riferiscono, per semplicita, a circuiti in regime stazionario (o regime di corrente continua), definito dalla
condizione d/dt = 0. In tal caso, ogni grandezza nel circuito si suppone tempo-invariante.

DAI CIRCUITI AI GRAFI

E possibile associare ad ogni circuito un’entita matematica G chiamata grafo, formata da un insieme di
nodi N (nodi del circuito) e da un insieme di rami R (rami del circuito) che collegano i1 nodi tra loro.
Notiamo che si ¢ cosi evidenziata la struttura topologica del circuito, cio¢ il modo in cui sono connessi 1
componenti tra loro, senza preoccuparsi delle caratteristiche dei componenti stessi. Ad ogni ramo sono
associati una corrente di ramo ed una tensione di ramo. E possibile associare ad ogni nodo un potenziale
(tensione di nodo) definita come tensione esistente tra il nodo in esame e il nodo di riferimento, il cui
simbolo ¢ , scelto arbitrariamente. ¢ Una proprieta del circuito che si trasferisce al corrispondente
grafo ¢ la proprieta di connessione, ~ secondo la quale tutto il circuito ¢ connesso elettricamente, e
quindi per ogni nodo del circuito ¢ possibile trovare un percorso che, seguendo i rami del grafo, connetta
tale nodo al nodo di riferimento (nel caso in cui il circuito non sia connesso vedremo che ¢ sempre possibile
connetterlo interponendo un collegamento tra ogni coppia di circuiti non connessi). Ogni ramo del grafo
deve essere orientato, ottenendo cosi un grafo orientato: questa orientazione corrisponde al verso positivo
della corrente in quel ramo. L’orientazione della tensione del ramo puo essere fatta indipendentemente da
quella della corrente. Tuttavia, usualmente la tensione sara orientata secondo la convenzione degli utiliz-
zatori in modo che la corrente vada dal terminale positivo a quello negativo. Con questa convenzione, la
potenza p(¢) = w(¢) i(f) € assorbita se positiva, erogata se negativa. Se la tensione ¢ orientata in senso opposto
(convenzione dei generatori), allora la potenza ¢ assorbita se negativa, erogata se positiva.

A titolo di esempio si consideri il circuito illustrato nella figura 1 (N =4 nodi, R = 6 rami), dove non
sono stati indicati 1 versi positivi delle tensioni di ramo, perché si suppone di considerare comunque versi
di riferimento associati per tensioni e correnti di ramo mediante la scelta dell’utilizzatore. Il grafo orientato
corrispondente ¢ illustrato in figura 1.a.

B 3 C
g > ®
5
Y. Y. .Y A
> D
@
i 6 T
A ¢ D A
Figura 1
Figura l.a

Le Leggi di Kirchhoff (delle Tensioni e delle Correnti) ci permettono di scrivere delle equazioni che
descrivono la topologia del circuito, ovvero il modo in cui i componenti sono connessi tra loro:
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» La Legge di Kirchhoff delle Correnti (LKC) afferma che la somma algebrica delle correnti in un nodo
¢ nulla in qualsiasi istante di tempo.

- Equazione per un nodo (LKC,): Zir =0 (1.a)
r=1

» La Legge di Kirchhoff delle Tensioni (LK) puo essere formulata in due modi equivalenti tra loro:
- La somma algebrica delle tensioni di ramo sui rami di una maglia ¢ nulla per qualsiasi istante di
tempo;

- Equazione per una maglia (LKTn): ZVr =0 (1.b)
r=l1

- Ogni tensione di ramo ¢ data dalla differenza dei potenziali di nodo dei suoi terminali.
- Equazione per un ramo (LKT)): Vag =€x —€p (1.c)

Scriviamo le equazioni LKC e LKT utilizzando il grafo associato al circuito. Supponiamo che il grafo
associato abbia N nodi e R rami orientati. Con riferimento al grafo di figura 1.a, N=4 (A, B,C,D)e R =
6. Si scelga ad esempio il nodo D come nodo di riferimento per le tensioni e si indichino con e,, e; ed e

le tensioni dei nodi A, B e C rispetto al nodo di riferimento (e, = 0). Le equazioni LKT: e LKC, assumono
allora la forma rispettivamente delle (2.1) e (2.i1):

Vi =€ ~€a

Vy =€g — €y

V3 =€g —€¢

LKT:: 2.0)

(una equazione per ogni ramo, quindi in generale R equazioni in cui compaiono R tensioni di ramo ed N -
1 potenziali di nodo; nell’esempio in oggetto possiamo quindi scrivere 6 LKT; in cui compaiono 6 tensioni
di ramo ed 3 potenziali di nodo)

i, +1, -1, =0
LKCy: -1, -1, —1; =0 (2.11)
i3 —iy +15=0
(una equazione per ogni nodo, meno quello di riferimento, quindi in generale N — 1 equazioni in cui com-
paiono R correnti di ramo; nell’esempio in oggetto possiamo quindi scrivere 3 LKC, in cui compaiono 6
correnti di ramo). E ovviamente possibile scrivere una ulteriore LKC, applicata al nodo di riferimento ( —

16 — 14 + 15 = 0), ma ¢ facile mostrare che ¢ una combinazione lineare delle precedenti N — 1. Infatti, tale
equazione si ottiene sommando le (2.ii).

Si noti che le (2.1) e le (2.i1)) sono R + N — 1 equazioni in 2R + N — 1 incognite (tensioni di ramo,
potenziali di nodo e correnti di ramo): per risolvere il circuito dobbiamo aggiungere ancora R equazioni, e
precisamente 1 modelli dei componenti.

La LKT pud essere enunciata considerando le maglie del circuito (secondo la formulazione 1.b). Per
questo, introduciamo il concetto di albero T associato ad un grafo G:
1. T é un sottografo di G con tutti i nodi e una parte dei rami; ogni ramo conserva la sua orientazione;
2. T é connesso;
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3. Tnon ha maglie: ¢’¢ un solo percorso che collega ogni coppia di nodi.

Ovviamente, ad ogni grafo ¢ associato piu di un albero. Comunque, ogni albero 7 ha N — 1 rami. [ rami di
G appartenenti a 7 sono chiamati rami dell 'albero, mentre 1 rimanenti sono chiamati rami del coalbero (e
sono R — N + 1). Se aggiungiamo un ramo del coalbero a 7', creiamo una maglia che ¢ formata da rami
dell’albero e da quell’unico ramo del coalbero (maglia fondamentale). Per ogni ramo del coalbero, pos-
siamo ripetere 1’operazione formando ogni volta una maglia diversa, indipendente da tutte le altre'”. Si
puo allora dimostrare che il numero di maglie indipendenti di un circuito (cio¢ I’insieme delle maglie
fondamentali) ¢ pari ai rami del coalbero, e precisamente R — (N —1)=R - N+ 1.

A titolo di esempio si consideri il grafo illustrato nella figura 1.a; uno dei possibili alberi ¢ illustrato in
figura 1.b (rami 2, 3 e 4). I rami tratteggiati sono quelli di coalbero (rami 1, 5 ¢ 6). Le maglie indipendenti
sono quindi R — N + 1 =3, (in particolare a = A1B2A, b = A2B3C4D6A, ¢ = D4C5D).

B 3 C
g > ®
2y v A
A& Y. s A

D

M R
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Figura 1.b

Applicando la LKT, alle maglie cosi definite si ottiene il seguente sistema di equazioni lineari in cui
compaiono solo le tensioni di ramo:

-v,+v,=0
LKTm: -V, +Vv,+v,—v,=0 (2.111)
-v,—vy=0

(una equazione per ogni maglia indipendente quindi in generale R — N + 1 equazioni in cui compaiono R
tensioni di ramo; nell’esempio in oggetto possiamo quindi scrivere 3 LK T in cui compaiono 6 tensioni di
ramo)

Si noti che le (2.1i1) e le (2.11) sono R equazioni in 2R incognite (tensioni di ramo e correnti di ramo):
per risolvere il circuito dobbiamo aggiungere ancora R equazioni, e precisamente i modelli dei componenti.

Operativamente, per trovare le maglie indipendenti di un circuito, si deve associare un albero 7 al grafo
G del circuito, quindi scrivere la LKT,, per ogni maglia associata ad un ramo del coalbero.

CIRCUITI PRIVI DI MEMORIA

I circuiti privi di memoria sono quelli in cui tutti i componenti del circuito sono privi di memoria ossia
le loro caratteristiche tensione-corrente stabiliscono un legame istantaneo tra le due grandezze che non
dipende dai valori da esse assunte in precedenza. In tal caso il sistema risolvente del circuito stesso ¢
costituito da un sistema di equazioni algebriche ed il valore di tutte le grandezze incognite in un generico

™) Un insieme di m maglie si dice indipendente se le m equazioni ottenute applicando la LKT ad ognuna di esse sono linearmente
indipendenti. Pertanto, una maglia ¢ indipendente da altre se la relativa equazione LKT ¢ indipendente dalle equazioni LKT
delle altre.
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istante puo essere calcolato dalla conoscenza del valore delle grandezze impresse del circuito in quello
stesso istante.

Analisi di Tableau

Il metodo piu generale, per 'analisi di un circuito qualunque (R = numero di rami del circuito, N =
numero di nodi del circuito), consiste nel considerare come incognite del sistema le R correnti di ramo, le
R tensioni di ramo e le (N — 1) tensioni di nodo rispetto ad un nodo arbitrariamente scelto come nodo di
riferimento. I1 sistema risolvente viene quindi ottenuto da R equazioni LKT; (una per ogni ramo), da N —
1 equazioni LKC, (una per ogni nodo, tranne quello di riferimento) e da R equazioni costitutive dei com-
ponenti.

A titolo di esempio si consideri il circuito illustrato nella figura 1, dove non sono stati indicati i versi
positivi delle tensioni di ramo, perché si suppone di considerare comunque versi di riferimento associati
con la regola dell’utilizzatore per tensioni e correnti di ramo.

Figura 1

Si scelga arbitrariamente il nodo D come nodo di riferimento per le tensioni e si indichino con e,, e ed e

le tensioni dei nodi A, B e C rispetto al nodo di riferimento. Le equazioni LKT; e LKC, assumono allora
la forma rispettivamente delle (2.1) e (2.11):

Vi =€ =€y

Vy, =€p —Cy

(R = 6 equazioni LKT; in cui compaiono come V,=¢€, —¢€
. . .. 3 B C .
incognite R = 6 tensioni di ramo ed N — 1 =3 (2.1)
potenziali di nodo) V4 =€c
1, +1, =14 =0

(N — 1 =3 equazioni LKC, in cui compaiono
come incognite R = 6 correnti di ramo)

-1, -1, =1, =0 (2.11)

Il sistema viene quindi chiuso dalle seguenti equazioni costitutive dei componenti:
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v, =R, 1,
(R = 6 equazioni costitutive dei componenti in vy = R3 i3
cui compaiono come incognite R = 6 tensioni ) 3)
di ramo ed R = 6 correnti di ramo) v, =R, 1,
15=1
Ve ls =0

Il sistema costituito dalle equazioni (2.1), (2.i1) e (3), dove sono note le grandezze E, I, R,, R;, ed R,,
costituisce un sistema di 15 equazioni nelle 15 incognite del problema che sono rispettivamente €, g, €,
Vi, Va, V3, V4, Vs, Vg, 1y, 1y, 13, 1y, 15, 1¢. 11 sistema di equazioni risolvente ¢ non lineare per la presenza del
diodo che ¢ un componente non lineare (ultima equazione delle (3)). Il procedimento illustrato ¢ comple-
tamente trasferibile su un computer e la soluzione (o le soluzioni matematicamente possibili, poiché in
generale, essendo il sistema non lineare, puo esistere piu di una soluzione) puo essere ottenuta numerica-
mente. In questo caso la soluzione puo essere ottenuta eliminando la non linearita del sistema, considerando
separatamente i due casi possibili: diodo in conduzione (i; > 0, v, = 0) oppure diodo interdetto (iy = 0, v,
<0).

Diodo in conduzione. Ponendo v, = 0 nelle (2.1) ed eliminando contemporaneamente l'ultima equazione
delle (3) che ¢ diventata una identita, si ottiene un sistema di 14 equazioni lineari nelle 14 incognite e, e,
€c» V5 Vo, V3, Vi, Vs, 1y, 1y, 13, 1, 15, 1, 1a cui soluzione € la seguente:

E+R,1
e, =0 ; ey=E ; eC=R4m
. E-R,I E
ViTF 0 BTTR 4R, R,
E
V2=E ) IZ_R_
2
R E-R, L E-R,I .
ViTT R, 4R, © PTR, 4R, @)
E+R,I . E+R,I
3 4 3 4
E+R,1
vi=—R,——— ; i, =1
R, +R,
, E-R, I
'"TTR, +R,

Affinché la soluzione trovata non contraddica l'ipotesi di diodo in conduzione deve essere i, > 0 e quindi,
dalla ultima delle (4) deve essere:

E<R,I (5
Diodo interdetto. Ponendo i, = 0 nelle (2.11) ed eliminando contemporaneamente 1'ultima equazione delle

(3) che ¢ diventata una identita, si ottiene un sistema di 14 equazioni lineari nelle 14 incognite €,, e, €,
Vi, Vo, V3, V4, Vs, Vg, 11, 1, 13, 14, 15, 1a cui soluzione ¢ la seguente:
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E
vi=E ; ij=——
R,
I
V2_ ’ 12_1{2 (6)
v;=0 ; 1,=0

v,=R, T ; i,=1I

vi=—R, 1 ; ij=1I

vi=—E+R, ]I
Affinché la soluzione trovata non contraddica l'ipotesi di diodo interdetto deve essere v, < 0 e quindi dalla
ultima delle (6) deve essere:

E>R, I (7

Dal confronto della (5) con la (7) si vede che, una volta assegnati 1 valori di E, I ed R,, una sola delle due
soluzioni ¢ accettabile.

Riassumendo, per applicare il metodo di Tableau ad un circuito connesso qualunque (R = numero di
rami del circuito, N = numero di nodi del circuito), si prende arbitrariamente un nodo come nodo di riferi-
mento del circuito, si applica la LKT; ad ogni ramo del circuito, si applica la LKC, a tutti i nodi tranne
quello di riferimento e si chiude il sistema con le equazioni costitutive (caratteristiche) dei componenti:

R equazioni LKT; v=Me
N - 1 equazioni LKC, Ai=0
R equazioni caratteristiche fA,v)=0

dove v ¢ il vettore delle tensioni di ramo (dimensione R), i ¢ il vettore delle correnti di ramo (dimensione
R), e ¢ il vettore delle tensioni di nodo (dimensione N — 1), M ¢ una matrice costante R x (N— 1) ed A ¢
una matrice costante (N — 1) x R [Come si & gia visto, risulta che M ¢ la trasposta di A, cioé: M = AT]. In
generale la funzione fpuo dipendere anche dalla variabile temporale t, ma tale dipendenza, per semplicita
di notazione, non ¢ esplicitamente indicata. Il sistema risolvente contiene dunque 2R + N — 1 equazioni in
2R + N — 1 incognite.

Nel caso particolare in cui tutti i componenti siano resistori lineari, generatori indipendenti di tensione e

di corrente oppure generatori pilotati con caratteristica lineare, la rete si definisce lineare e le equazioni
delle caratteristiche possono essere scritte nella forma

R equazioni caratteristiche Hi+Kv=S

dove H € una matrice costante R x R, K € una matrice costante R x R ed S ¢ il vettore di dimensione R che
contiene le tensioni e le correnti impresse dai generatori indipendenti (sui rami in cui sono presenti € zero
altrove). In tal caso il sistema risolvente ¢ lineare ed € possibile esprimere ogni variabile come combina-
zione lineare delle sole tensioni e correnti impresse dai generatori indipendenti. Con riferimento alla cor-
rente sul k-esimo ramo potremo quindi scrivere:

1k = ng,nEs,n + Z OLk,mIs,m per OgIll k
n m
gen.ind.tensione gen.ind.corrente

Tale relazione ¢ I’enunciato del Principio di Sovrapposizione degli Effetti: /n una rete lineare la corrente
in un generico ramo (effetto) e uguale alla somma algebrica delle correnti che vi sarebbero prodotte dai

Metodi per I’analisi dei circuiti - 6



singoli generatori indipendenti presenti nella rete se agissero separatamente. Lo stesso vale per le tensioni
di ramo e di nodo®®.

Eliminazione delle tensioni di nodo

Le soluzioni (4) e (6) sono state ottenute risolvendo un sistema di 14 equazioni lineari in 14 incognite.
Tale soluzione, anche se la matrice del sistema ¢ sparsa, puo risultare complessa. L’ordine del sistema
risolvente puo essere ridotto osservando che ¢ possibile ottenere un sistema di 2R equazioni indipendenti
nelle sole tensioni e correnti di ramo incognite. Si consideri infatti la figura 2 in cui sono indicate 3 (R —
N + 1 risulta in questo caso uguale a 3) maglie indipendenti del circuito individuate in figura 1.b.

Applicando la LKTy, alle maglie cosi definite si ottiene il seguente sistema di equazioni lineari in cui
compaiono solo le tensioni di ramo:

-v,+v,=0
(R =N+ 1 =3 equazioni LKT, in cui come _
. . ! -Vv,+v,+v,—-v, =0 .
incognite compaiono R = 6 tensioni di ramo) 2 3 4 6 (2.ii)
-v,—vs=0

(© Risolvere una rete lineare con il principio di sovrapposizione degli effetti significa allora scomporre la rete originaria in
tante rete parziali quanti sono i generatori indipendenti, calcolare la corrente nei rami per ognuna di queste reti, € sommare
algebricamente le correnti parziali. Si calcoli ad esempio la corrente i nella resistenza R della rete di figura. Si ha:

- E 3 R,I
R,+R, R,+R,

, E R, . .
Ponendo 1 =— ; 1 =———— siha1=1 +1,dovei edi"sono le correnti nelle due sottoreti:
R, +R, R, +R,
. i . o
! I+i i ! I+i"
E R E R R
2 | — 2 _l_ 2 I @
R1 Rl Rl

La prima ¢ la rete che si ottiene da quella originaria, annullando 1'azione del generatore indipendente di corrente, la seconda
quella in cui € annullata 1'azione del generatore indipendente di tensione. La figura illustra il concetto mostrando, nel contempo,
in che modo si esclude 1'azione dei generatori: i generatori indipendenti di tensione nulla sono equivalenti a cortocircuiti, i
generatori indipendenti di corrente nulla sono equivalenti a circuiti aperti.
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A 6 D
Figura 2

Le LKTn (2.111), le LKC, (2.11) e le relazioni costitutive (3) costituiscono un sistema di 2R equazioni,
risolvendo il quale ¢ possibile calcolare le 2R incognite tensioni e correnti di ramo.
(N — 1 =3 equazioni LKC, in cui compaiono

) : . L -1, -1, —13=0
come incognite R = 6 correnti di ramo) 1 2 3 (2.ii)
13 —1, +15=0
(R = 6 equazioni costitutive dei componenti in vy =R, 13
cui compaiono come incognite R = 6 tensioni ) 3)
di ramo ed R = 6 correnti di ramo) vy =Ry 1y
15 =1

Infine, per tutti i componenti controllati in tensione (in questo esempio il ramo 5) o in corrente (in questo
esempio irami 1, 2, 3, e 4), € possibile sostituire le equazioni costitutive nelle LKTr ed LKC,. Tale sosti-
tuzione porta ad un sistema contenente un numero di equazioni pari a R + (Numero di componenti non
controllati né in tensione né in corrente), in altrettante variabili (tensioni o correnti di ramo). Nell’esempio
in oggetto otterremo quindi (dato che il diodo € I’unico componente presente non controllato né in tensione
né in corrente) il seguente sistema di 7 equazioni nelle incognite vs, v, 1), 1, 13, 1, I

-E+R,i, =0
(R =N+ 1 =3 equazioni LKT,) —R,1,+R;1;+R,i,—v,=0 (3.1)
(N — 1 = 3 equazioni LKCy) -1,—1,—1; =0 (3.11)
(equazione costitutive dei componenti non i -0
R : . Velg = (3.111)
controllati né in tensione né in corrente)

Riassumendo, per applicare il metodo dell’eliminazione delle tensioni di nodo ad un circuito connesso
qualunque (R = numero di rami del circuito, N = numero di nodi del circuito), si applica la LKT, ad ogni
maglia indipendente del circuito, si applica la LKC, a tutti 1 nodi tranne uno e si chiude il sistema con le
equazioni costitutive (caratteristiche) dei componenti:

R -N+1 equazioni LKTx Bv=0
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N — 1 equazioni LKC, Ai=0
R equazioni caratteristiche fA,v)=0

dove v ¢ il vettore delle tensioni di ramo (dimensione R), i ¢ il vettore delle correnti di ramo (dimensione
R), B ¢ una matrice costante (R — N + 1) x R ed A ¢ una matrice costante (N — 1) x R. II sistema risolvente
contiene dunque 2R equazioni in 2R incognite. Tuttavia, se tutti i componenti sono controllati in tensione
o0 in corrente ¢ possibile sostituire le caratteristiche nelle LKT ed LKC, giungendo ad un sistema risolvente
di R equazioni in R incognite.

Metodo dei Tagli Fondamentali

Una differente semplificazione del sistema risolvente (2.iii), (2.ii), (3) si puo ottenere osservando che
le LKC permettono di esprimere la corrente in ciascun ramo di albero come una combinazione lineare delle
correnti sui rami di coalbero. Infatti, dato che I’albero associato al grafo ¢, per definizione, privo di maglie,
¢ sempre possibile associare ad ogni ramo d’albero una superficie chiusa (superficie di taglio) che interse-
chi, oltre ad esso, solo rami di coalbero. L’insieme dei rami intersecati da tale superficie chiusa prende il
nome di taglio (la rimozione del taglio separa il grafo in due sotto-grafi non connessi). Se il taglio contiene
un solo ramo di albero, esso prende il nome di taglio fondamentale relativo a quel ramo ¢ a quell’albero.
In figura 2.b sono illustrati tre superfici che individuano i tagli fondamentali associati ai rami di albero
(tagli fondamentali: [1, 2, 6], [3, 6], [4, 5, 6]) da cui ¢ possibile ricavare le (8) applicando la Legge di
Kirchhoff delle Correnti su tali superfici (LKCy).

// B 3 \ C
I @ P> : 9
| |
[T N ——— _
| | / \\l
| v 1 '2 A | A
| 1= L4 5 '
| / N | | }
N | | i
| | A Lofor @ |
e |
I |
l\ l\__é__/) // \\\ ________ //
\\ ____________ ;e
Figura 2.b
(N — 1 =3 equazioni LKC; in cui com- ) ]
paiono come incognite R = 6 correnti 1; =14 (8)
di ramO) 14 — _16 +15

(una relazione per ogni ramo di albero quindi in generale N — 1 relazioni che esprimono le N — 1 correnti
di albero in funzione delle R — N + 1 correnti sui rami di coalbero; nell’esempio in oggetto possiamo quindi
scrivere 3 relazioni che esprimono le 3 correnti di albero i, i3 € 14 in funzione delle 3 correnti sui rami di
coalbero 11, 15 € 16)

Dato che le (8) sono state ottenute applicando la Legge di Kirchhoff delle Correnti, esse risultano equi-
valenti alle (2.11) (infatti sostituendo le (8) nelle (2.i1) si ottengono tre identita 0 = 0). Inoltre, per tutti i
componenti sui rami di albero ¢ possibile sostituire le relazioni (8) nelle relazioni costitutive dei
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componenti. Tale sostituzione porta ad un sistema contenente un numero di equazioni pari a 2R — N + 1,
in altrettante variabili (tensioni di ramo e correnti di coalbero). Nell’esempio in oggetto otterremo quindi
il seguente sistema di 9 equazioni nelle incognite v, v,, V3, V4, Vs, Vg, 1}, s, 1g:

-v,+v,=0
R-N+1= ioni LK Ty, in cui in-
( . 3 equazmnl_ m in cui come in YV, + ViV, — Vv, =0 (2.iii)
cognite compaiono R = 6 tensioni di ramo)
-v,=vy=0
Vl = E
vy =Ry(=i, +ig)
(R = 6 equazioni costitutive dei componenti in vy =—Rji,

(8.1)

cui compaiono come incognite R = 6 tensioni L
diramo ed R — N + 1 =3 correnti di coalbero) V4:R4(_ 1 + 15)
15=1

Vele=0

Infine, per tutti i componenti controllati in corrente (in questo esempio i rami 1, 2, 3, e 4), & possibile
sostituire le equazioni costitutive nelle LKTn. Tale sostituzione porta ad un sistema contenente un numero
di equazioni pari a R — N + 1 + (Numero di componenti non controllati in corrente), in altrettante variabili
(tensioni di ramo o correnti di coalbero). Nell’esempio in oggetto otterremo quindi (dato che il diodo ed il
generatore di corrente non sono controllati in corrente) il seguente sistema di 5 equazioni nelle incognite
Vs, Ve, 11, 1s, 14

—E+R,(~i, +is)=0

(R —N + 1 = 3 equazioni LKTy,) —Rz(—i1+i6)—R3i6+R4(—i6 +i5)—V6 =0 (8.ii)
R, (~ig +i5)=vs=0
(equazione costitutive dei componenti 15 =1
p . (8.1i1)
non controllati in corrente) Vg =0

Si noti che risulta conveniente, se possibile, scegliere i rami dell’albero escludendo quelli contenenti ge-
neratori di corrente indipendenti. In tal caso infatti, si ottengono direttamente delle equazioni del tipo is=
I (relazione costitutiva del generatore di corrente), che consentono di ridurre direttamente I’ordine del si-
stema.

Riassumendo, per applicare il metodo dei Tagli fondamentali ad un circuito connesso qualunque (R =
numero di rami del circuito, N = numero di nodi del circuito), si definisce un albero (ed un coalbero), si
applica la LKTwn ad ogni maglia fondamentale, si applica la LKC; ad ogni taglio fondamentale e si chiude
il sistema con le equazioni costitutive (caratteristiche) dei componenti:

R-N+1 equazioni LKTy, Bv=0
N — 1 equazioni LKC;ed R — N + 1 identita i=Qic
R equazioni caratteristiche fA,v)=0

dove v ¢ il vettore delle tensioni di ramo (dimensione R), i ¢ il vettore delle correnti di ramo (dimensione
R), ic ¢ il vettore delle correnti dei rami di coalbero (dimensione R — N + 1), B ¢ una matrice costante (R
— N + 1) x R detta matrice delle maglie fondamentali e Q ¢ una matrice costante R x (R — N + 1) [le prime
R — N + 1 righe di Q corrispondono ad identita] detta matrice dei tagli fondamentali. E dunque sempre
possibile sostituire le LKC nelle equazioni caratteristiche ottenendo il sistema ridotto
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R -N+1 equazioni LKT, Bv=0

R equazioni caratteristiche f(Qic,v)=0

Il sistema risolvente contiene dunque 2R — N + 1 equazioni in 2R — N + 1 incognite. Tuttavia, se tutti i
componenti sono controllati in corrente, cio¢ se f (i, v) = v — h(i), ¢ possibile sostituire le caratteristiche

nelle LKT, giungendo ad un sistema risolvente di R — N + 1 equazioni nelle R — N + 1 incognite “correnti
dei rami di coalbero”.

R — N + 1 equazioni LKTp, Bh(Qic)=0

Metodo dei potenziali di nodo

Quando il numero dei nodi N del circuito ¢ piccolo, € possibile e conveniente utilizzare il metodo dell'a-

nalisi dei nodi per scrivere un sistema risolvente di (N — 1) equazioni nelle (N — 1) tensioni di nodo inco-
gnite del circuito. A tale scopo si considerino nuovamente le (2.1), (2.ii) e (3):

Vi =€g = €4
V, =Cg =€y

(R = 6 equazioni LKT; in cui compaiono come Vy=e€p —€c

incognite R = 6 tensioni di ramo ed N — 1 =3 (2.1)
potenziali di nodo) V4 =€c¢

(N — 1 =3 equazioni LKC, in cui compaiono . . s .
. : p -1, -1, —13,=0 )
come incognite R = 6 correnti di ramo) ) 1 ) 2 ) 3 (2.1i)
13 —1, +15=0

V] = E
v, =R, 1,
(R = 6 equazioni costitutive dei componenti in vy =R, i3
cui compaiono come incognite R = 6 tensioni ) 3)
di ramo ed R = 6 correnti di ramo) V4 = R4 14
15=1
Ve ilg =0

Per ogni ramo ¢ possibile sostituire le relazioni (2.1) nelle relazioni costitutive dei componenti (3). Tale
sostituzione porta ad un sistema contenente un numero di equazioni pari a R + N — 1, in altrettante variabili

(potenziali di nodo e correnti di ramo). Nell’esempio in oggetto otterremo quindi il seguente sistema di 9
equazioni nelle incognite ea, e, ec, 11, 12, 13, 14, 15, 16:

(N — 1 =3 equazioni LKC, in cui compaiono . : s .
) ) . -1, -1, =1, =0 )
come incognite R = 6 correnti di ramo) ) ! _ 2 3 (2.1i)
13 —1, +15=0
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eg —€, =R,1,

(R = 6 equazioni costitutive dei componenti in eg —€c =Rji;
cui compaiono come incognite R = 6 correnti di ) (9.1)
ramo ed N — 1 = 3 potenziali di nodo) ec =Ryl
1, =1
e lg =0

Infine, per tutti i componenti controllati in tensione (in questo esempio i rami 2, 3, 4 ¢ 5), ¢ possibile
esplicitare le correnti e sostituire le equazioni costitutive nelle LKC [i2 = (e — ea)/R2, 13 = (eB — ec)/R3, 14
= ec/Ra, 15 = I]. Tale sostituzione porta ad un sistema contenente un numero di equazioni pari a N — 1 +
(Numero di componenti non controllati in tensione), in altrettante variabili (correnti di ramo o potenziali
di nodo). Nell’esempio in oggetto otterremo quindi (dato che il diodo ed il generatore di tensione non sono
controllati in tensione) il seguente sistema di 5 equazioni nelle incognite €,, €g, €, 1;, 14:
i+B %A =0
2

€8 =€ _SB~Cc _

N — 1 =3 equazioni LKC, -1,— 0 9.ii
( q ) TR, R, (9.1i)

€p —¢€ €

Ss=C _Cc, 19

R3 R4
(equazioni costitutive dei componenti eg—¢, =E (9.11)
non controllati in tensione) e.i. =0
A%6

Riassumendo, per applicare il metodo dei potenziali di nodo ad un circuito connesso qualunque (R =
numero di rami del circuito, N = numero di nodi del circuito), si prende arbitrariamente un nodo come
nodo di riferimento del circuito, si applica la LKT; ad ogni ramo del circuito, si applica la LKC, a tutti 1
nodi tranne quello di riferimento e si chiude il sistema con le equazioni costitutive (caratteristiche) dei
componenti:

R equazioni LK T, v=Me
N — 1 equazioni LKC, Ai=0
R equazioni caratteristiche fA,v)=0

dove v ¢ il vettore delle tensioni di ramo (dimensione R), i ¢ il vettore delle correnti di ramo (dimensione
R), e ¢ il vettore delle tensioni di nodo (dimensione N — 1), M ¢ una matrice costante R x (N — 1) ed A ¢
una matrice costante (N — 1) x R. E dunque sempre possibile sostituire le LKT nelle equazioni caratteri-
stiche ottenendo il sistema ridotto

N — 1 equazioni LKC, Ai=0
R equazioni caratteristiche fi,Me)=0

Il sistema risolvente contiene dunque R + N — 1 equazioni in R + N — 1 incognite. Tuttavia, se tutti i
componenti sono controllati in tensione, cioe se f (i, v) =i — g(v), ¢ possibile sostituire le caratteristiche
nelle LKC, giungendo ad un sistema risolvente di N — 1 equazioni nelle N — 1 incognite “tensioni di nodo™.

N — 1 equazioni LKC, AgMe)=0
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Il metodo dei potenziali di nodo ¢ parti-
colarmente utile quando il numero di nodi
¢ piccolo e tutti i componenti sono control-

B
lati in tensione. Come esempio limite si
consideri il circuito illustrato nella figura, Rl R2 R3
-

che contiene un solo nodo indipendente (N

— 1 =1). Tre componenti, costituiti cia- ; A i,
scuno da un generatore indipendente di ten- 3
sione e da un resistore collegati in serie (ge-
neratore di tensione reale), sono collegati E, E, C
in parallelo a un generatore di corrente.
Prendendo il nodo A come nodo di riferi-
mento, ¢ presente una sola tensione di nodo
€B = Vg, Incognita.

1 1

D E, () 1

— A

Ciascuno dei componenti ¢ controllato in tensione. Infatti, dalla legge costitutiva dei componenti, si pud
esprimere la corrente in ogni ramo del circuito in funzione della tensione ai suoi capi:

vea = Ex — Rk = ik = Gk (Ex — vBa) ,k=1,2,3

) (12)

u=I

La tensione ai capi di ciascun ramo, dalle LKT; puo essere espressa come differenza delle tensioni di nodo

dei nodi cui il ramo ¢ collegato. Il sistema risolvente si ottiene scrivendo la LKC,, per ogni nodo del circuito,

escluso quello di riferimento, e risulta quindi costituito da (N — 1) = 1 equazioni nelle (N - 1) = 1 tensioni
di nodo incognite. Con riferimento all'esempio di figura risulta:

3 3 B
D GE +T D k4l
C : = o Ry 13
I, +i,+i;+1, =0 = ZGk(Ek_VBA)+I=O = Vpa=—3 =3 (13)
k=1 ZG o
k
k=1 o Ry

L'ultima relazione delle (13), che mostra la relazione tra la tensione di nodo vg,, le tensioni e la corrente

impresse dei generatori e le resistenze dei rami stessi; viene anche indicata col nome di Teorema di Mill-
man, e puo essere estesa ad un numero qualsiasi di generatori reali in parallelo.

Supponendo, ad esempio, che i dati del problema siano: E; =110 V, E; =105V, E3=0V,R; =0.5Q, R
=0.5Q,R3=5Q, =3 A dalla (13) si ottiene vga = 103.1 V e sostituendo nelle (12) i; = 13.8 A, 1o =3.8
A, 13=-20.6 A.

Teorema di Thevenin

Ipotesi. Sono dati due bipoli, L ed N collegati come illustrato nella figura 3. Il bipolo L ¢ una rete lineare
e controllato in corrente, mentre il bipolo N puo essere qualsiasi, anche non lineare.

Tesi. Limitatamente alla corrente i ed alla tensione v, alla porta, il circuito che si ottiene sostituendo il
bipolo L (quello lineare) con un generatore di tensione ed un bipolo L' collegati in serie, ¢ equivalente in
ogni istante al circuito originale. Il bipolo L' si ottiene dal bipolo L annullando le grandezze impresse dei
generatori indipendenti di tensione e di corrente eventualmente presenti (i generatori indipendenti di ten-
sione vengono quindi sostituiti con dei corto-circuiti ed 1 generatori indipendenti di corrente vengono
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sostituiti con dei circuiti aperti). La tensione impressa E,, del generatore di tensione di Thevenin ¢ pari al
valore della tensione v, alla porta del bipolo L quando la corrente i ¢ nulla (E da notare che il verso
positivo di E, ¢ arbitrario: una volta scelto il verso positivo, il valore di E,, ¢ pari alla tensione v,g se il
terminale positivo € A, € pari invece a —v g se il terminale positivo ¢ B)

> °
i AA
A
i L'
S B A T =t V
. N
B ®
O &,
B
L 4

Figura 3 Teorema di Thevenin

Dimostrazione: poiché il bipolo L ¢ controllato in corrente (data la corrente ¢ possibile determinare la
tensione ai terminali), € possibile, ai fini del calcolo della tensione v, sostituire al bipolo N un generatore
di corrente indipendente la cui corrente impressa i(t) coincide con la corrente assorbita dal bipolo L.

A A
1 1
N Tv L :> i(t) Tv L
L | —
B B

Dato che il bipolo L ¢ lineare, ¢ possibile applicare il principio di sovrapposizione degli effetti. In partico-
lare, consideriamo due circuiti: nel primo azzeriamo 1 generatori indipendenti in L (e indicheremo tale
bipolo con L', nel secondo azzeriamo il generatore indipendente di corrente (come gia visto, 1 generatori
indipendenti di tensione nulla sono equivalenti a cortocircuiti, 1 generatori indipendenti di corrente nulla
sono equivalenti a circuiti aperti).

—‘—
B B B
Si ha:
1=1"+1", dove 1' ed i" sono le correnti nelle due sottoreti:
e

v=v'+v", dove v' ed v" sono le tensioni nelle due sottoreti:
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E evidente tuttavia che i' =i (t) e che i" = 0. Inoltre, applicando la LKT alle due sottoreti otteniamo (si
ricordi che per ipotesi L € controllato in corrente):

v'= Vi (i) = Vi ()
V' = VL (i") = VL (0)

dove Vv () ed VL () rappresentano le caratteristiche dei bipoli L' ed L, rispettivamente. Infine, definendo
Eo = VL (0) = VAB| L a vuoto Si ottiene:
v=Vr (i) + Eo

che ¢ proprio la caratteristica del bipolo equivalente mostrato in figura 3. Il teorema di Thevenin, come
enunciato, ¢ valido in regime qualsiasi. In particolare, in regime stazionario (corrente continua) si ha che
“Un circuito lineare L con due terminali controllato in corrente ¢ equivalente a un generatore di tensione
reale (bipolo di Thevenin) formato da un generatore indipendente di tensione Eo in serie con un resistore
Re, in cui Ep ¢ la tensione a vuoto ai terminali e R ¢ la resistenza vista ai terminali quando i1 generatori
indipendenti sono spenti”. Infatti, poiché il bipolo L ¢ lineare e controllato in corrente, la sua relazione
costitutiva ¢ esprimibile per ipotesi come Vi (i) = Re 1. Questo ¢ sufficiente a definire univocamente il
valore di Re. Risulta infatti:

Re=VL (1) /i= (VAB / i)Generatori Indipendenti di L Spenti

Si puo applicare il teorema di Thevenin alla soluzione del circuito di figura 1 considerando come bipolo
N il diodo ideale e quindi come bipolo L I'insieme di tutti gli altri componenti del circuito (vedi figura 4.a).
I bipolo L' ¢ quello indicato nella figura 4.b, mentre il valore della tensione E,, viene calcolato risolvendo

il circuito riportato nella figura 4.c ed ¢ dato dalla relazione (10).

Dl
Dl
—e
N =
is
A ® A
DI
—e
L g
.
AV

Figura 4.a
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Dl

L =

A|

Figura 4.b

Eo=E-R4l

(10)

Infine il valore della corrente i, viene ottenuto ri-
solvendo il circuito illustrato nella figura 5, otte-
nuto sostituendo il bipolo L con il suo circuito
equivalente di Thevenin.

Si ritrova quindi che sono possibili due casi: diodo interdetto oppure diodo in conduzione. Se il diodo
¢ interdetto allora la corrente i; € nulla e la tensione v, che essendo nulla la caduta di tensione sulla

resistenza R, (corrente nulla) coincide con —E,,, deve essere minore od uguale a zero, da cui scende ancora
la relazione (7). Se il diodo ¢ in conduzione allora la corrente i, € pari a —=Ej/R, e deve risultare maggiore

Figura 4.c — La soluzione del circuito di figura
e immediata notando che il ramo 3 costituisce
un taglio fondamentale. Pertanto i3 = 0, e dun-
que si ha che
y=is=1
ed
i>=—1i;=E/R>

Infine la valutazione di Ey si ottiene applicando
la LKT alla sequenza ABCDA:

0=—-Ri>+Rsis+Rsis+ Ep

ovvero Eo=FE —R41I

ic 4

Figura 5

od uguale a zero, da cui si ricava nuovamente la (5).

Supponendo ad esempio che i dati del problema siano i seguenti: E=24 V,1=4 A/ R, =2 Q,R3 =12 Q,

R4 =8 Q risulta:
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E=24 o .
- E<R, -1 - diodo in conduzione

e quindi dalla soluzione del circuito di figura 5 e dalle leggi di Kirchhoff per il circuito di figura 1 si ottiene:
v, =0
. E-R, I
i,=———=04A
R; +R,

1,=1-1,=36A
v,=R,1, =288V
i;=1=4A
vi=—v,=-288V
1,=—1,=—04A
v,=R;1;,=—48V

v,=E=24V

.V,

1, =—=12A
2

v, =E=24V

i, =i, —i,=—116A

E da notare che la soluzione del circuito di figura 1 in cui sono presenti solo generatori e resistori (lineari
e non), cio¢ elementi privi di memoria, si ottiene mediante relazioni algebriche, in ogni istante, dal valore
che in quell'istante hanno le eccitazioni del sistema, cio¢ le grandezze impresse dei generatori.

Analogo al teorema di Thevenin, con ipotesi simili e le stesse possibilita di applicazione ¢ il teorema di
Norton.

Teorema di Norton

Ipotesi. Sono dati due bipoli, L ed N collegati come illustrato nella figura 6. Il bipolo L ¢ una rete lineare
e controllato in tensione, mentre il bipolo N puo essere qualsiasi, anche non lineare.

Tesi. Limitatamente alla corrente 1 ed alla tensione v, alla porta, il circuito che si ottiene sostituendo il

bipolo L (quello lineare) con un generatore di corrente ed un bipolo L' collegati in parallelo, ¢ equivalente
in ogni istante al circuito originale. Il bipolo L' si ottiene dal bipolo L annullando le grandezze impresse
dei generatori indipendenti di tensione e di corrente eventualmente presenti (il bipolo L' ¢ lo stesso che
interviene nel teorema di Thevenin). La corrente impressa I, del generatore di corrente di Norton ¢ pari al

valore della corrente 1 alla porta del bipolo L quando la tensione v, ¢ nulla (E' da notare che il verso
positivo di I ¢ arbitrario: una volta scelto il verso positivo il valore di I, ¢ pari alla corrente i se la freccia

punta verso il terminale dove la corrente i esce da L, ¢ pari invece a —i se la freccia punta verso il terminale
dove la corrente 1 entra in L)
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A 1 A
>i-
T =
—e— N v L' Q) L
B
B

Figura 6 Teorema di Norton

Dimostrazione: poiché il bipolo L ¢ controllato in tensione (data la tensione ¢ possibile determinare la
corrente assorbita), ¢ possibile, ai fini del calcolo della corrente i, sostituire al bipolo N un generatore di
tensione indipendente la cui tensione impressa v(t) coincide con la tensione ai terminali del bipolo L.

A A

e ———
N ITV L |:> V(t)élxv L
4
B

[ o |

B

Dato che il bipolo L ¢ lineare, ¢ possibile applicare il principio di sovrapposizione degli effetti. In partico-
lare, consideriamo due circuiti: nel primo azzeriamo 1 generatori indipendenti in L (e indicheremo tale
bipolo con L', nel secondo azzeriamo il generatore indipendente di tensione (come gia visto, 1 generatori
indipendenti di tensione nulla sono equivalenti a cortocircuiti, 1 generatori indipendenti di corrente nulla
sono equivalenti a circuiti aperti.).

A A A
- P G
1 i' , 7
v(t) Tv Ll = V(t)é TV R TV” .
-~ | e |
B B B
Si ha:
1=1"+1", dove i' ed i" sono le correnti nelle due sottoreti:
e

v=v'+v", dove v' ed v" sono le tensioni nelle due sottoreti:

E evidente tuttavia che v' = v (t) e che v" = 0. Inoltre, applicando la LKC alle due sottoreti otteniamo (si
ricordi che per ipotesi L ¢ controllato in tensione):

i'=I (v)=1I (v)
i"=IL (v") =1L (0)

dove I’ () ed I () rappresentano le caratteristiche dei bipoli L' ed L, rispettivamente. Infine, definendo I
=1L (0) = 1| L in cortocircuito S1 Ottiene:
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che ¢ proprio la caratteristica del bipolo equivalente mostrato in figura 6. Il teorema di Norton, come enun-
ciato, ¢ valido in regime qualsiasi. In particolare, in regime stazionario (corrente continua) si ha che “Un
circuito lineare L con due terminali controllato in tensione ¢ equivalente a un bipolo (bipolo di Norton)
formato da un generatore indipendente di corrente I in parallelo con un resistore Re, in cui I € la corrente
di cortocircuito tra i terminali e Re € la resistenza vista ai terminali quando i generatori indipendenti sono
spenti”. Infatti, poiché il bipolo L ¢ lineare e controllato in tensione, la sua relazione costitutiva ¢ esprimi-
bile per ipotesi come I (v) = v/Re. Questo ¢ sufficiente a definire univocamente il valore di Re. Risulta
infatti:

Re = v/IL (V) = (VAB / i)Generatori Indipendenti di L Spenti

Si noti che tale espressione coincide con quella trovata nel teorema di Thevenin. Infatti, applicando il
teorema di Norton al bipolo di Thevenin in regime stazionario (corrente continua) si ottiene 1’equivalenza
mostrata in figura, valida se Ic = Eo / Re, ovvero se Eo = Re L.

— ~

Eo R,
.—@%—ﬁ se e solo se A R ];
A I.=Eo/Re ¢

Infine, i teoremi di Thevenin e di Norton, possono essere enunciati anche se nel bipolo L sono presenti
induttori lineari e condensatori lineari.

Si puo applicare il teorema di Norton alla soluzione del circuito di figura 1 considerando come bipolo N il
diodo ideale e quindi come bipolo L l'insieme di tutti gli altri componenti del circuito (vedi figura 7.a). Il
bipolo L' ¢ quello indicato nella figura 7.b, mentre il valore della corrente I viene calcolata risolvendo il

circuito riportato nella figura 7.c ed ¢ dato dalla relazione (11).
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Figura 7.b
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Figura 7.c — La soluzione del circuito di figura
e immediata notando che:

is=1
iu=1+1
iz =1
i> =E/R>
iir=-1. —E/R»

Infine la valutazione di 1. si ottiene applicando
la LKT alla sequenza ABCDA:

0=-Ryi>+R3i3+Rysiy

0=—-E+Rsl-+Rs(1+1)

ovvero (Rs + Ry I.=FE —Ry 1

E
Dl
°
E-R,I
=t (11) K
R;+R,
L
i
Infine il valore della corrente i, viene ottenuto ri- e
solvendo il circuito illustrato nella figura 8, otte- A
nuto sostituendo il bipolo L con il suo circuito )
Figura 8

equivalente di Norton.

Si ritrova quindi che sono possibili due casi: diodo interdetto oppure diodo in conduzione. Se il diodo ¢
interdetto allora la corrente 14 ¢ nulla e la tensione v ., ,che coincide con la caduta di tensione sulla resi-

stenza Re, cio¢ con —Re I, deve essere minore od uguale a zero, da cui discende ancora la relazione (7). Se
il diodo ¢ in conduzione allora la corrente i, € pari a — L. e deve risultare maggiore od uguale a zero, da cui
si ricava nuovamente la (5).

Trasformazioni stella-triangolo e triangolo-stella

Nella figura 9 sono mostrati tre resistori collegati a stella; nella figura 10 sono mostrati tre resistori
collegati a triangolo. Entrambi 1 sistemi costituiscono un tripolo che viene collegato al circuito esterno
attraverso 1 tre terminali A, B e C. Facendo uso delle Leggi di Kirchhoff e delle relazioni costitutive dei
resistori € possibile dimostrare che, per quanto riguarda le tensioni e le correnti ai terminali (ia, 1B € ic), €
possibile sostituire tre resistori collegati a stella con tre resistori, di resistenza opportuna, collegati a trian-
golo e viceversa. La sostituzione va intesa nel senso che qualunque sia il sistema di tensioni applicate ai
terminali A, B e C il sistema di correnti assorbito dai due carichi ¢ lo stesso.
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Ra Rg Rc
—+—\WW
o Ica Rea
Figura 9 Figura 10

Con riferimento alle figure 9 e 10, le espressioni delle resistenze equivalenti per le trasformazioni stella-
triangolo e triangolo-stella sono le seguenti dove ¢ indicata con G la conduttanza, cio¢ I’inverso della

resistenza R.

Trasformazione triangolo-stella

Trasformazione stella-triangolo

R — RABRCA G — GAGB
A R, +Ry +R, MG, +G, +G,
RB — RBCRAB GBC — GBGC
R,s + Ry + Ry G, +G; +G,
R — RCARBC G _ GCGA
¢ R, +Ry +R, “A G, +G,+G,
CIRCUITI NON CONNESSI

Tutti 1 circuiti visti sinora godono della la proprieta di connessione, secondo la quale tutto il circuito ¢
connesso elettricamente, e quindi per ogni coppia di nodi del circuito € possibile trovare un percorso che
li connetta seguendo 1 rami del grafo. Consideriamo ora il caso in cui il circuito da studiare sia costituito
da due o piu sottoreti non connesse. Si consideri ad esempio il circuito di figura 19.a. Sostituendo al tra-
sformatore ideale il suo circuito equivalente si ottiene la rete elettrica non connessa di figura 19.b. Dato
che la rete non € connessa, non ¢ possibile per ogni nodo del circuito trovare un percorso che, seguendo 1
rami del grafo, connetta tale nodo al nodo di riferimento. Analogamente, non ¢ possibile definire un albero
per I’intero circuito. [ metodi di Tableau, delle tensioni di nodo e delle correnti di coalbero non sono quindi
direttamente applicabili. Possiamo pero applicare il metodo dell’eliminazione delle tensioni di nodo (in cuti
le variabili sono le tensioni e le correnti di ramo) ad ogni sottorete. In particolare, per il circuito di figura
19.b, la sottorete di sinistra (1) ha R; =2 rami e N1 = 2 nodi, e la sottorete di destra (2) ha R =2 rami e
N2 =2 nodi.
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Ro § Ro <T> R §
K V2 .
Ki
Eo E ir Eo 1 E CD
is 13
Figura 19.a Figura 19.b

Le LKTn, le LKC; e le relazioni costitutive della sottorete di sinistra (1) costituiscono un sistema di 2 R
equazioni in cui compaiono le 2 (R1 + R») tensioni e le correnti di ramo di tutta la rete:

(R; =N + 1 =1 equazioni LK Ty, per la sottorete (1)) v, +vy;=0 (22.1)
(N; — 1 =1 equazioni LKC, per la sottorete (1)) 1, -1, =0 (22.11)

v, = Kv,
(R; = 2 caratteristiche dei componenti della sottorete (1)) (22.111)

Le LKTn, le LKC, e le relazioni costitutive della sottorete di destra (2) costituiscono un sistema di 2 R»
equazioni in cui compaiono le 2 (R; + Ry) tensioni e le correnti di ramo di tutta la rete:

(R — N3 + 1 = 1 equazioni LK Ty, per la sottorete (2)) v,—v, =0 (23.1)
(N2 — 1 =1 equazioni LKC, per la sottorete (2)) 1,+1,=0 (23.11)
i, =-Kj,
(R, = 2 caratteristiche dei componenti della sottorete (2)) . (23.111)
vy=Ri, +E

Pertanto, le (22), (23), costituiscono un sistema di 2 (R; + R») equazioni in cui compaiono le 2 (R; + R»)
tensioni e le correnti di ramo di tutta la rete. Analogamente quindi ai circuiti connessi, le LKT, le LKC,
(applicate ad ogni sottorete) e le relazioni costitutive costituiscono un sistema di 2R equazioni, risolvendo
il quale ¢ possibile calcolare le 2R incognite tensioni e correnti di ramo.®

La soluzione del sistema (22-23) ¢ la seguente:

. E,—-KE . . E,—-KE
11=13=—2 12=—14=— —2
R,+K°R R,+K°R
KRE,+R,E KRE,+R,E
V1=—V3=K—O 20 V2=V4=—0 20
R,+K°R R,+K°R

Supponendo, ad esempio, che i1 dati del problema siano: Eo=100 V,E=12V,K=10V,Ro=0.5Q,R =
0.1 Q si ottiene i1 = — 1.905 A, 12 =19.05 A, i3 =— 1.905 A, i4 = — 19.05 A, ottiene vi = 1009 A, vz =
10.09 A, v3=-100.9 A, v4=10.09 A.

©) Si noti che & fondamentale applicare le Leggi di Kirchhoff ad ogni sottorete separatamente. In caso contrario, con riferimento
alla figura 19.b, detti R =4 i rami del circuito e N =4 i nodi, si sarebbe tentati di scrivere sbagliando R — N + 1 = 1 equazioni
LKTmn ed N — 1 =3 equazioni LKC,. Come si vede dalle (22) e (23) si sono applicate invece 2 equazioni LKTy, ed 2 equazioni
LKC,.
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Dato che, come si ¢ visto il metodo dell’eliminazione delle tensioni di nodo porta a scrivere un sistema
di 2R equazioni, ¢ lecito chiedersi se non sia possibile, modificando la topologia del circuito, applicare i
metodi delle tensioni di nodo e delle correnti di coalbero anche ai circuiti non connessi. A tale scopo,
consideriamo il grafo di figura 20.a: in assenza di informazioni sui componenti presenti sui rami potremmo
definire due riferimenti (piu in generale, uno per ogni sottorete connessa). La difficolta in tal caso ¢ dovuta
al fatto che, mentre per il primo riferimento (Ref 1) possiamo annullare la tensione del nodo corrispon-
dente, per il secondo riferimento (Ref 2) la tensione del nodo corrispondente ¢ incognita (rispetto al primo
riferimento). Dal grafo di figura 20.a ¢ inoltre chiaro che non c’¢ scambio di corrente tra le due sottoreti.
Consideriamo ora il grafo di figura 20.b, in cui si ¢ inserito il ramo 5 tra i nodi di riferimento delle due
sottoreti (e dunque se ne ¢ lasciato uno solo per tutta la rete). Il ramo 5 € un taglio fondamentale e dunque
is =0 (e non c’¢ scambio di corrente tra le due sottoreti).

e °® —® ——
‘y A \ 4 ‘y
A: Y, i 3 I A
5
—21 t +—
Refl — —Ref 2 -
Figura 20.a Figura 20.b

Il componente piu opportuno da inserire sul ramo 5 dipende anche dalle informazioni disponibili: se si
conosce (ed ¢ un dato aggiuntivo) la tensione tra i due riferimenti (Erer), € possibile inserire un generatore
di tensione indipendente (come in figura 21.a). In caso contrario la tensione tra i riferimenti ¢ incognita e
possiamo inserire un cortocircuito (equivalente a supporre Erer = 0) con I’avvertenza che la differenza tra
potenziali di nodi appartenenti a due reti diverse non ha logicamente senso. In entrambi 1 casi il circuito €
connesso ¢ possiamo utilizzare ogni metodo gia visto per la sua soluzione.

A B A B
i] i2 i4 i] i2 i4
A% V2
RO s =« XN
: Eo K, K i E@ Eo Kv. Ki E
i3 T 1
D C | D C
| - ERef 1 = 1
5 15
_ @ > __ >
Figura 21.a Figura 21.b

Con riferimento al circuito di figura 21.b, con R =5 rami ed N = 4 nodj, si ha:

Metodo dei Tagli Fondamentali [albero = 1, 5, 2] (sistema di R — N + 1 + (Numero di componenti non
controllati in corrente) = 4 equazioni)
-E,+Ri;+v, =0

R-N+1=2 ioni LK T, ) 241
( equazioni ) CE+Ri,+v,=0 (24.1)
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(equazione costitutive dei componenti non

v, =Kv,
controllati in corrente)

24.11

Metodo dei potenziali di nodo [ep = 0] (sistema di N — 1 + (Numero di componenti non controllati in
tensione) = 6 equazioni)

0
(N — 1 =3 equazioni LKCy) ®s 7% | i,=0 (25.1)
w—E -0
e, =Keg
(equazioni costitutive dei componenti N S ..
non controllati in tensione) 1 ==Ky, (25.11)
ec=0
La soluzione del sistema (25) ¢ la seguente:
. _ E,—KE . E,-KE
11:0—2 12=—K0—2 15=0
R,+K"R R, +K"R
KRE, +R,E KRE,+R,E
e, = KO—ZO ep = 0—20 e =0
R, +K"R R, +K°R
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CIRCUITI CON MEMORIA

Vengono detti circuiti con memoria quelli in cui € presente almeno un componente dotato di memoria;
in questo caso il sistema risolvente del circuito stesso € costituito da un sistema di equazioni non piu alge-
briche, come nel caso dei circuiti senza memoria, ma, in generale integro-differenziali ed il valore di tutte
le grandezze incognite in un generico istante puod essere calcolato dalla conoscenza del valore delle gran-
dezze impresse del circuito in tutto l'intervallo temporale precedente all'istante considerato, a partire da un
istante iniziale in cui sono note le variabili di stato del sistema (quelle grandezze cui ¢ associata una energia
elettromagnetica immagazzinata nel circuito: tensione ai capi dei condensatori e corrente attraverso gli
induttori). Tutti i metodi precedentemente descritti per il caso dei circuiti senza memoria, sono applicabili
in questo caso, con le stesse ipotesi, compresi 1 teoremi di Thevenin e di Norton, la cui formulazione,
infatti, non fa alcun riferimento alle caratteristiche di memoria del circuito, ma portano a scrivere un si-
stema di equazioni integro-differenziali. In particolare, per quanto riguarda l'analisi di Tableau, le equa-
zioni costituite dalle LKC e LKT rimangono un sistema di equazioni algebriche lineari che viene pero
chiuso dalle equazioni costitutive dei componenti in cui compaiono i termini integro-differenziali.

Metodo delle equazioni di stato

Si consideri un circuito in cui gli unici componenti dotati di memoria siano induttori e condensatori, €
possibile pervenire con un procedimento automatico ad un sistema risolvente costituito da tante equazioni
differenziali ordinarie del primo ordine, quanti sono i condensatori e gli induttori presenti nel circuito, in
cui le incognite sono le variabili di stato del circuito, e cio¢ le tensioni ai capi dei condensatori e le correnti
attraverso gli induttori. Si consideri ad esempio il circuito illustrato nella figura 22.a. Le equazioni costi-
tutive del condensatore e dell'induttore portano a scrivere le seguenti equazioni:

dve _ e
dip _ v
d L
B B
R] R2 R3 R] % R2 R3
i i, 13 i i, i3
+
C - L Eﬁ )
E, v, E;( v, E, \A i
1. + iL Y/_ 1
4{? A
A
Figura 22.a Figura 22.b

La corrente attraverso il condensatore i. € la tensione ai capi dell'induttore v, possono essere espresse
in funzione delle variabili di stato v ed i; risolvendo, con una qualsiasi delle metodologie gia viste, il

circuito privo di memoria illustrato nella figura 22.b, ottenuto dal circuito originale sostituendo 1'induttore
con un generatore di corrente con corrente impressa i; ed il condensatore con un generatore di tensione

con tensione impressa V..
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La soluzione del circuito di figura 22.b puo essere ottenuta mediante il metodo dell'analisi dei nodi,
calcolando prima la tensione del nodo B rispetto al nodo A. In questo caso la formula di Millman ¢ diret-
tamente applicabile; il procedimento seguito per ottenere la formula di Millman porta a scrivere le seguenti
relazioni:

ilel ~VBa
R, B _ve
i2 _ —V.—Vga = vy, = Rl R2 L (27)
R, v
=1 R, 2
1, +1, +1;=0

E quindi possibile esprimere la corrente i € la tensione v; in funzione delle variabili di stato del sistema
(la (27) esprime infatti la tensione vy, in funzione delle variabili di stato):

—VcTVea
R, (28)
VL =V —Rjip

Ic

Supponendo, ad esempio, che i dati del problema siano: E, =110 V,E, =105 V,R,;,=0.5Q,R,=0.5 Q,
Ry,=5Q,C=2x104F,L=3x103H, dalla (27) si ottiene:

Vg =55-0.5v—0.25i; (29)
sostituendo la (29) nelle (28):

ic=—v.+0.5i, —110

. 30
vy =-0.5v.—-5.251; +55 (39)
Infine, sostituendo le (30) nelle (26) si ottiene:
- —4
c.1t 2-10 . (31)
dip ~-0.5v¢—5.251 +55
dt 3107

La soluzione del sistema di equazioni differenziali ordinarie del primo ordine (31) puo essere ottenuta,
eventualmente per via numerica, a partire dall'istante iniziale in cui sono noti 1 valori v ed i}, delle va-

riabili di stato (condizioni iniziali):

(32)

In generale si ha interesse a studiare circuiti in cui interviene una istantanea variazione della topologia,
ossia circuiti in cui sono presenti interruttori ideali che si aprono e si chiudono istantaneamente. Quando
I’interruttore ideale € aperto esso equivale ad un circuito aperto e quindi la corrente che lo attraversa ¢ nulla
(1= 0). Viceversa quando I’interruttore ¢ chiuso esso equivale ad un corto circuito e la tensione ai suoi capi
¢ nulla (v =0).
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Interruttore aperto Interruttore chiuso

Interruttore ideale aperto e chiuso

L’interruzione o I’instaurarsi di una corrente elettrica in un interruttore “reale” ¢ un fenomeno molto
complesso che non avviene istantaneamente; avviene comunque in un tempo molto piccolo che puo risul-
tare trascurabile ai fine del transitorio che si vuole studiare, in questo caso ¢ possibile descrivere il processo
mediante I’interruttore ideale.

Per determinare I’evoluzione delle grandezza elettriche in circuiti con interruttori ideali, ¢ necessario
conoscere i valori delle variabili di stato nell’istante iniziale (t = 0), ossia nell’istante in cui si modifica la
topologia del circuito e inizia il transitorio. Si consideri ad esempio il circuito rappresentato nella figura
23 in cui ¢ presente I’interruttore ideale T che si chiude istantaneamente all’istante t = 0.

(a) T (b)

2 .

Ai A

+ LC\ C E Lg
—_— _ —_ V
Cf E :>(V ==

Figura 23 Circuito con interruttore ideale aperto (a) e chiuso (b)

All’istante t = 07, cio€ un istante prima che I’interruttore si chiuda, il circuito si trova in regime stazionario;
la corrente ¢ nulla e quindi ¢ nulla anche la tensione ai capi dell’induttore e del resistore. Un istante dopo
che Dinterruttore si € chiuso (t = 0") le grandezze del circuito hanno in generale, essendo cambiata in
maniera discontinua la topologia del circuito, valori diversi da quelli relativi all’istante t = 0~. Ad esempio,
la tensione ai capi della serie resistore induttore, nulla all’istante t = 0~ risulta pari ad E all’istante t = 0.
Non risultano perod cambiati 1 valori di quelle grandezze a cui ¢ associata una energia del circuito, cio¢ le
correnti degli induttori e le tensioni dei condensatori (le variabili di stato); nel caso specifico il valore della
corrente i nullo all’istante t = 0~ risulta quindi nullo anche all’istante t = 0. Il Postulato di Continuita
dell’Energia afferma infatti che ’energia non puo subire discontinuita nel tempo. Una discontinuita
dell’energia in un intervallo di tempo infinitesimo equivarrebbe, infatti, all’intervento di una sorgente di
potenza infinita, il che non ¢ fisicamente accettabile. Come conseguenza di tale postulato si deduce che i
valori delle grandezze cui ¢ associata una energia nel circuito sono funzioni continue del tempo e, in par-
ticolare, che:

e la corrente non puo subire discontinuita in un ramo contenente un’induttanza;
e la fensione non puo subire discontinuita in un ramo contenente un condensatore.

Questo consente di risolvere il circuito all’istante t = 0" a partire dalla conoscenza dei valori delle variabili
di stato (cio¢ tensione ai capi dei condensatori e corrente attraverso gli induttori) all’istante t = 0~ e quindi
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permette di determinare le condizioni iniziali necessarie per risolvere il sistema di equazioni integro - dif-
ferenziali che modella il circuito.

\T

Figura 24.a Figura 24.b - Schema circuitale per t < 0

Si vuole ora studiare 1’evoluzione delle grandezze elettriche nel circuito rappresentato in figura 22.a,
nelle condizioni definite dalla chiusura dell’interruttore T, posizionato come illustrato in figura 24.a. Per
calcolare le condizioni iniziali (cio¢ all’istante immediatamente successivo alla chiusura di T) ¢ sufficiente
dunque considerare il circuito di figura 24.b, cio¢ prima della chiusura dell’interruttore T (t < 0). Infatti, ¢
chiaro che i.(07) = 0, visto che I’interruttore T ¢ aperto, e che vc(07) = — E, poiché il condensatore si
comporta in continua come un circuito aperto. Utilizzando ora il postulato di continuita dell’energia ¢
possibile affermare che iL(0") = 0 € che vc(0") = — E. 1l sistema (31) viene quindi completato dalle condi-
zioni iniziali e puo essere risolto:

Me - 5 10%ve +25-10%, - 55-10°

dt
d;_tL = —166-10%v, — 175-10%, + 1826- 10 (33)
ve(0) =-11-10*, i (0)=0

In forma vettoriale il sistema (33) si scrive come:

Q{Vc}_ ~5.10°  25-10° {vc}+ ~55-10°
dt | i ~166-10> -175-10°| |i 1826 - 10% G4

{Yc}(t _0)- —1.1(-)102

Il sistema differenziale da risolvere utilizzando il metodo delle equazioni di stato € sempre simile al
(34) e ciog, indicando con x il vettore delle variabili di stato, un sistema di equazioni differenziali lineari
del primo ordine a coefficienti costanti:
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dx _
dt
X(O) =X,

[A]-x+b (35)

L’integrale generale di un sistema di equazioni differenziali lineari come questo ¢ la somma di un integrale
particolare (soluzione di regime, se il regime esiste) e dell’integrale generale del sistema omogeneo asso-
ciato (soluzione transitoria): x(t) = xp(t) + Xo(t). Se il termine noto ¢ costante, per calcolare 1’integrale
particolare ¢ sufficiente annullare le derivate e quindi risolvere il sistema [A]-x, + b = 0. Per quanto ri-
guarda I’integrale generale del sistema omogeneo associato (cio¢ con b = 0), esso va sempre cercato nella
forma di un esponenziale reale o immaginario. La sostituzione dell’esponenziale e* nel sistema omogeneo
associato del (35) porta a scrivere I’equazione caratteristica det[A — AI] = 0 che permette di determinare,
calcolando gli autovalori di [A], le costanti di tempo del sistema. L’analisi matematica approfondita di
sistemi differenziali in questa forma esula dagli scopi di questa trattazione. In ogni caso il sistema (35) ¢
solubile tramite svariati metodi ampiamente trattati in letteratura.

Gli autovalori di [A] sono particolarmente rilevanti nello studio della stabilita delle reti (Un circuito si
dice stabile se, sottoposto ad una eccitazione esterna di durata limitata, ha risposta che rimale limitata nel
tempo dopo che la sollecitazione esterna ha finito di agire). Si puo dimostrare infatti che un circuito ¢
stabile se (L) < 0, per ogni A autovalore di [A]. In particolare, i circuiti lineari, tempo invarianti, conte-
nenti solo elementi privi di memoria passivi ed elementi con memoria sono stabili.

Nel seguito vengono illustrati alcuni esempi di soluzione di circuiti con memoria. Il problema che si
vuole risolvere ¢ il seguente: assegnato il circuito elettrico e le grandezze impresse dei generatori indipen-
denti presenti, si vuole calcolare 1'andamento temporale delle correnti di ramo e delle tensioni di ramo. Si
suppone per semplicita che tutti i componenti siano dei bipoli, potendosi ricondurre all'ipotesi mediante
l'introduzione di circuiti equivalenti dei componenti a piu di due terminali.

Si consideri, ad esempio, il circuito in figura 23, che € un circuito del 1° ordine, cio€ un circuito carat-
terizzato da un’equazione differenziale del primo ordine (cio¢ contenente un solo elemento con memoria).
Applicando la Legge di Kirchhoff delle Tensioni (LKT) all’istante t = 0" (cio¢ un istante dopo la chiusura
dell’interruttore T), si ottiene:

Lé +Ri=E (36)
dt

L’integrale generale di una equazione differenziale lineare ¢ la somma di un integrale particolare (solu-
zione di regime, se esiste il regime) e dell’integrale generale dell’equazione omogenea associata (soluzione
transitoria): i(t) = ip(t) + 1o(t). Se si assume che E sia costante, per calcolare I’integrale particolare ¢ suffi-
ciente annullare la derivata: ip(t) =E/R. Per quanto riguarda I’integrale generale dell’equazione omogenea
associata, esso va sempre cercato nella forma di un esponenziale reale o immaginario. La sostituzione
dell’esponenziale e nella omogenea associata della (36) porta a scrivere I’equazione caratteristica:

LA+R=0 = A=-RL = i{t)=ER+I1e R
La determinazione della costante I puo essere effettuata se € noto il valore iniziale:
i(0") = 1o 37)

Per calcolare il valore iniziale ¢ sufficiente considerare il circuito di figura 23.a, cio¢ prima della chiu-
sura dell’interruttore T (t < 0). E evidente che i(0-) = 0, visto che Iinterruttore T ¢ aperto. Utilizzando ora
il postulato di continuita dell’energia & possibile affermare che i(0") = 0. Risulta quindi:

0=ER+1 = I=-E/R
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In conclusione, ’andamento temporale della corrente i ¢ stato calcolato tramite la soluzione della se-
guente equazione differenziale lineare del primo ordine a coefficienti costanti con il valore iniziale di cor-
rente nulla.

di ) R
LY i Ri=E LY

a - i(t)=§1—eL (38)
i(0) =0

Il parametro t = L/R ¢ detto costante di tempo del
circuito. La costante di tempo rappresenta 1’ inter- )
vallo di tempo necessario perché la risposta tran- 1 /— T E/R
sitoria raggiunga il 63% del suo valore di regime.
Dopo un tempo pari a 5t la risposta transitoria
supera il 99% del suo valore di regime. Dalla fi-
gura 25 emerge una interpretazione del parame-
tro T che puo essere assunto ad indicare la mag-
giore o minore “rapidita” del fenomeno transito-
rio.

Figura 25

Si consideri ora il circuito rappresentato nella figura 26.a in cui € presente 1’interruttore ideale T che si
chiude istantaneamente all’istante t = 0. La LKT nel ramo considerato ha la forma:

E-Ritv, = i=l_Yc
R
ossia:
dve E-v¢
& R (39)
VC(O): Veo

ove vc, ¢ il valore della tensione iniziale ai capi del condensatore (che si mantiene ugualeat=0"eat=
0" per il postulato di continuita dell’energia). Dalla (39) si ottiene la seguente equazione differenziale li-
neare del primo ordine a coefficienti costanti:

dv. ve E _

—C€1 €= = v (t)=E+Ae i (40)

dt T T

dove t = RC ¢ la costante di tempo del circuito. Per la determinazione della costante A si considera il
valore iniziale e si scrive la (40) pert=0":

VC(O+)=VC,O=E+A = vo(t)=E+(ve,-ER™"* = i(t)=%e_dr (41)

I1 grafico della (41) € mostrato in figura 26.b. Si noti che anche in questo caso emerge una interpretazione
del parametro t che puo essere assunto ad indicare la maggiore o minore “rapidita” del fenomeno transi-
torio. In particolare, per t > 5t si pud assumere che il transitorio sia esaurito e che si sia raggiunta la
soluzione di regime (che in questo caso ¢ i(t) = 0).
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Figura 26.a

Figura 26.b

I circuiti contenenti componenti attivi (cio€ in grado di erogare potenza) non sono necessariamente

stabili. A titolo di esempio si consideri il circuito di figura 27, in cui I’interruttore T si chiude all’istante t
= 0 e si riapre all’istante t = to.

(a) (b)
T \ t=0 T (\ t=to
/0 T 1 o—Lo T
Ry Ry R R>
o -
+ _ —
L < Lok L E; ki
=V XV
. = —g =
1E .; + 1E .; ’/+

Figura 27

L’andamento temporale della corrente i, per 0 <t < to, € calcolabile risolvendo il seguente sistema, con
il valore iniziale di corrente nulla (supponendo che k # R + R»).

di

L—+R,i=E

dt E R,
i(0)=0 = i(t):R—(l—e L ] (42)
E+R,(i—iy)-ki=0 :

L’andamento temporale della corrente 1, per t > to, € calcolabile risolvendo il seguente sistema, con il
valore iniziale di corrente ip =1 (t = to).

L%+(R1+R2—k)i=0 Ry

(43)
i(to ) =1
La (43) mostra che il circuito ¢ stabile solo se k <R + R». Nel caso contrario la corrente i cresce esponen-

zialmente. Pertanto, se il circuito di figura 27 rappresenta il modello un dispositivo fisico, al crescere della
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1 si raggiungeranno i limiti tecnologici del dispositivo (che si guastera); oppure, se il circuito di figura 27
rappresenta il modello un dispositivo fisico solo in un certo regime di funzionamento, al crescere della i si
raggiungeranno i limiti del modello e sara necessario modificare la struttura del circuito.

Come caso limite di stabilita, si consideri il circuito illustrato
in figura 28. Pert <0, si ha: i=iL. =E/R,ic=0, vL =vc =0. t=0 (\ B
Dopo I’apertura dell’interruttore T, per t > 0, il circuito ¢
costituito dal parallelo dell’induttore con il condensatore.
Pertanto, il sistema risolvente € dato da:

iL
dve _ic _iy
“Cc C -
“@oec (44) =
dip v _ Ve ==y,
d¢¢ L L =
con le condizioni iniziali vc(0) =0, i.(0) = E/R. L

Sostituendo la prima delle (44) nella seconda e cercando una
soluzione nella forma di un esponenziale reale o immagina-
rio (e™) si ottiene la relazione A2 + 1/LC = 0. Posto w¢* =
1/LC, si ottengono le due radici, puramente immaginarie, A
=+ j 0.2 Si noti quindi che R(L) = 0 e le soluzioni del
problema non tendono a zero, n¢ divergono, ma sono oscil-
lanti:

()= peoslo) L vel)=

Nel circuito si instaurera quindi un regime sinusoidale permanente.
Regime di corrente alternata

Si puo dimostrare che sotto alcune deboli ipotesi di stabilita del circuito, se il circuito € lineare e le eccita-
zioni presenti sono funzioni sinusoidali isofrequenziali del tempo, dopo un transitorio di durata dipendente
dai parametri del circuito stesso, si raggiunge una soluzione di regime in cui tutte le grandezze del circuito
sono funzioni sinusoidali isofrequenziali, con frequenza pari a quella dei generatori. Per calcolare la solu-
zione di regime, si puo applicare il metodo simbolico che considera le grandezze e le equazioni del circuito
trasformate mediante la trasformata di Steinmetz e perviene ad un sistema risolutivo algebrico nello spazio
dei numeri complessi. Il sistema risolvente si puo ottenere sostituendo i condensatori e gli induttori con
dei "resistori" con resistenza complessa (impedenza). Per la descrizione dettagliata del metodo si rimanda
ai capitoli successivi. Per la soluzione del circuito simbolico sopramenzionato si applicano tutti i metodi
precedentemente visti per i circuiti privi di memoria.

© Al fine di evitare possibili fraintendimenti, a differenza di quanto accade usualmente, ¢ consuetudine in elettrotecnica indicare

[33%L)

con la lettera “j” I’unitd immaginaria (j2 = — 1), riservando il simbolo “i” per le correnti.
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GRANDEZZE PERIODICHE

INTRODUZIONE

Una grandezza tempodipendente a(t) si definisce periodica quando ad uguali intervalli T assume
valori uguali, cio¢ quando vale la relazione (con n intero qualsiasi):

a(t) =a(t + nT) (1)
- 1l tempo T si definisce periodo;

- La grandezza f =1/ T, che rappresenta il numero di periodi contenuti nell'unita di tempo, si defi-
nisce frequenza. La frequenza si misura in Hertz [Hz] (periodi/secondo);

- Si definisce valore medio di a(t) la media di a(t) eseguita sul periodo T:
1 _t+T
An =] althe )

- Si definisce valore efficace di a(t) la radice quadrata della media dei quadrati dei valori istanta-
nei di a(t) eseguita su un periodo T:

1 t+T
AZJ;JLO a*(t )t 3)

- Una grandezza periodica si definisce alternata quando il suo valore medio ¢ nullo;

GRANDEZZE SINUSOIDALI

Una grandezza alternata del tipo:

a(t) =A, cos(oot +a ) 4)

si dice sinusoidale.
- La grandezza Ay che compare nella (4) e detta ampiezza, ed ¢ pari al valore massimo di a(t);

- La grandezza w ¢ detta pulsazione, ha le dimensioni di una velocita angolare (radianti/secondo) ed
¢ pari a 210UT;

- La grandezza o ¢ detta fase. La fase dipende dal valore che a(t) assume all’istante t = 0.

11 valore medio di una grandezza sinusoidale € pari a zero (per ogni valore di Ay e ).

I1 valore efficace di una grandezza sinusoidale ¢ pari a:

A7 T A
A= 2(et)dt =—2 100707 A 5
JT J cos* (@) ar=—2 y 5)

Una grandezza sinusoidale ¢ quindi completamente definita da tre parametri:
1) L’ampiezza Ay, o il valore efficace, A.
2) La pulsazione w, o la frequenza f, o il periodo T.

3) La fase a, o la differenza di fase con un’altra grandezza sinusoidale nota di uguale pulsazione.
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Siano a(t) e b(t) due grandezze sinusoidali isofrequenziali (vedi figura 1):
a(t)=A,, cos(oot +a a) b(t) =B,, cos(oot +d b)

Si definisce differenza di fase tra a e b I’angolo

¢=0a,— 0y

L’angolo @ ¢ chiaramente indipendente dall’istante
iniziale di riferimento. Z

Av
- Se =0, a(t) e b(t) si dicono in fase (vedi figura /
2.a);
- Se @ > 0, a(t) ¢ in anticipo di fase rispetto a b(t), t
che ¢ a sua volta in ritardo di fase rispetto ad
a(t). Se @ < 0 la situazione si inverte;

/W

- Se @ = £ 1T a(t) e b(t) si dicono in opposizione

(vedi figura 2.5); Figura 1. - a(t) e in anticipo rispetto a b(t).
- Se @= £ 102, a(t) e b(t) si dicono in quadratura
(vedi figura 2.c).
A A A
at) a(t) a(t)

b(t)
/ b(d) . . /%
C N\ v 4

b(t)

i 4

Figura 2.a - a(t) e b(t) sonoin  Figura 2.b - a(t) e b(t) sono in  Figura 2.c - a(t) e b(t) sono in
fase. opposizione. quadratura.

OPERAZIONI SU GRANDEZZE SINUSOIDALI
Il prodotto di una grandezza sinusoidale
a(t) =A Cos(oot + O()
per uno scalare m ¢ una grandezza sinusoidale c(t) con ampiezza pari a mAy; , con pulsazione W, e
con fase pari a O (c(t) e a(t) in fase) se m > 0,0 a o + Tt(c(t) e a(t) in opposizione) se m < 0.

La somma di due grandezze sinusoidali isofrequenziali ¢ ancora una grandezza isofrequenziale.
Si ha infatti:
Ay cos((»\)t+0(a)+BM cos(oot+0(b)=CM cos(oot+cxc) (6)
dove:

C JA > +B,, +2A,,B,, cos( ) g [ 5000, ¥ By sond,
= cosla, —a, ); a, =arc
M M M MM a b ¢ gDAM cosa, +BM cosa ]
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La derivata di una grandezza sinusoidale a(t) ¢ pari a:
iAM cos\wt +0a )| = —WA ,, sen\wt +a ) = WA, cos t+0(+E 7
dt 2

La derivata di a(t) ¢ quindi una grandezza sinusoidale di pulsazione W con ampiezza pari a WAy €
con un anticipo di fase pari a T/2 (quindi in quadratura anticipo).

RAPPRESENTAZIONE DI GRANDEZZE SINUSOIDALI CON I NUMERI COMPLESSI
(TRASFORMATA DI STEINMETZ)

Si riporta la formula di Eulero:
e’ =cos (x) + j sen (x) (8)
da cui:
cos (x) =0 [e” )

dove con U si indica I’operatore “parte reale”. La grandezza sinusoidale:
a(t)=A,, cos(w+a)=0 lAMej(wﬁu)J =0 I_\/EAej“ej“ J (10)

puo essere quindi interpretata come componente reale di un opportuno numero complesso. Ponen-
do:

A=Ak =B oo (11)
- V2
Il numero complesso A, detto fasore, individua univocamente la grandezza sinusoidale a(t). La (10)

definisce quindi una corrispondenza biunivoca tra grandezze sinusoidali e numeri complessi (tra-
sformata di Steinmetz). Il numero complesso A puo essere scritto nella forma:

A=M+jN
dove M ed N sono la componente reale ed immagina- 0
ria di A (vedi figura 3); modulo e fase sono dunque:
e ,
Al =VM? +N? |
B i
grcthiH ,se M>0 A ;
_ MO - |
a=[] N
g'ﬁarcth—H,se M<0 '
MO o) M O
Figura 3.

¢ Operazioni con il metodo simbolico

- SOMMA: Date due grandezze sinusoidali rappresentate dai numeri complessi A = (M +j Np)e
e Be" = (M, +j Ny)e!** & facile verificare la grandezza sinusoidale a(t) + b(t) & rappresentata da un
numero complesso Ce, dove:

C=M; +M) +j (N1 +N») C=A+B

- PRODOTTO PER UN NUMERO REALE: Data una grandezza sinusoidale a(t) rappresentata dal numero
complesso Ae’* ed un numero reale m, si verifica immediatamente che il numero complesso Ce™
che rappresenta il prodotto m a(t) ¢ tale che:

C=mA
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- Prodotto per il numero immaginario puro j:

Data una grandezza sinusoidale a(t) rappresenta- -
ta dal numero complesso A e’ e tenendo conto che
j=e"™ siha che:

JA e = A gl o

1>

v

Sul piano di Gauss, A e Jot moltiplicato per j viene N
ruotato di TU2 nel senso positivo di rotazione come
mostrato in figura 4.

JA
- DERIVAZIONE: La derivata di A e’ & pari a D e, .
Infatti: Figura 4.

d . _

a(ée“”): jwAe™ , dove: D=jwA
Sul piano complesso quindi la derivata di A el e rappresentata da un vettore di modulo pari a WA e
ruotato rispetto a A e’ di un angolo pari a TV2 in senso positivo.

RAPPRESENTAZIONE SIMBOLICA DI GRANDEZZE SINUSOIDALI ISOFREQUENZIALI

In modo del tutto equivalente a quanto ¢ stato fatto per i fasori, nella rappresentazione simbolica
di piu grandezze sinusoidali isofrequenziali ¢ lecito omettere il fattore rotante &, poiché general-
mente interessa conoscere la posizione reciproca dei vettori rappresentativi. Una qualsiasi grandezza
sinusoidale:

a(t) = \/EA cos(oot + O()
puo quindi essere rappresentata dal numero complesso:

A =Ae™
In ogni problema, si puo assumere una grandezza sinusoidale arbitraria come riferimento di fase,
ponendo il suo angolo di fase pari a 0. In tal modo, la grandezza assunta come riferimento di fase
sara rappresentata da un numero reale puro. Quanto detto finora ci permette di esprimere le seguenti
corrispondenze:

al) = A a(t) +b(t) = A+B
da )
a‘:’Jwé ma(t) « mA
d’a , t A
= = T)dT = —
dt? A L’a( ) jw

* Complesso coniugato
Dato un numero complesso A =Ae’, si definisce “complesso coniugato di A” il numero A*, a-
vente modulo uguale e fase opposta:

Ax=Ae™ (12)
Si verifica facilmente che il prodotto di un numero complesso per il suo coniugato ¢ pari al quadrato

del modulo:
AA*=A (13)
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CIRCUITI IN REGIME SINUSOIDALE PERMANENTE

METODO SIMBOLICO PER LA SOLUZIONE DI CIRCUITI LINEARI IN CORRENTE ALTERNATA

In figura 1 ¢ illustrato lo schema generalmente utilizzato per determinare la soluzione di regime
di circuiti lineari in corrente alternata (c.a.). Il metodo consiste nel trasformare il sistema di equa-
zioni differenziali per i valori istantanei delle tensioni e delle correnti in un sistema algebrico di pit
agevole soluzione.

Equazioni trasformazione Equazioni
differenziali > algebriche
di Kirchhoff di Kirchhoff
soluzione . soluzione
diretta vy simbolica ¥
(non usata) |
v
Determinazione antitrasformazione .
delle grandezze < Determinazione
sinusoidali dei fasori

Figura 1. - Schema di risoluzione di circuiti in c.a.

Una volta scritte le equazioni di Kirchhoff ai valori istantanei, il metodo prevede tre passi:

1) Trasformazione delle equazioni di Kirchhoff differenziali in equazioni di Kirchhoff simboliche
(algebriche). Come si vedra tra breve, 1’operazione di trasformazione permette di risolvere il cir-
cuito con 1 metodi visti per la soluzione dei circuiti in corrente continua.

2) Risoluzione delle equazioni simboliche e determinazione dei numeri complessi rappresentativi
delle varie incognite.

3) Determinazione delle correnti e delle tensioni istantanee a partire dalle grandezze simboliche che
le rappresentano. Quest’ultima fase ¢ del tutto immediata, tanto che viene normalmente sottinte-
sa.

TRASFORMAZIONE DELLE EQUAZIONI DI KIRCHHOFF DIFFERENZIALI IN EQUAZIONI ALGEBRICHE
(LEGGE DI OHM SIMBOLICA)

Si consideri un generico ramo di circuito, ca- R
ratterizzato da una resistenza R, un’induttanza
L e una capacita C. Il ramo ¢ alimentato da una
tensione v(t) sinusoidale (vedi figura 2):

v(t) =Vyu cos(oot +d v)
dove 1 valori Vy € O, sono da considerarsi noti.

La legge di Ohm per i valori istantanei nel ramo
considerato ha la forma:

Figura 2.
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) di } . .
v(t)=R1(t)+La(t)+ Ve (t) Derivando una volta rispetto al tempo e considerando che

dV—C = @ , 81 ottiene:
dt C

R—+L—+—i=— (1)

La soluzione della (1) ¢ costituita dalla somma dell’integrale dell’equazione omogenea associata e
di un integrale particolare. E’ possibile dimostrare che I’integrale dell’equazione omogenea associa-
ta costituisce una componente transitoria della corrente, che tende ad zero all’aumentare del tempo.
L’integrale particolare rappresenta quindi la soluzione di regime. Per determinare la soluzione di re-
gime che soddisfa la (1) si cerca una corrente i(t) che soddisfi la (1) e che abbia un andamento sinu-
soidale con la stessa pulsazione di v(t):

i(t) =1, cos(oot + Gl)

Ricordando quanto detto riguardo alla corrispondenza tra grandezze sinusoidali € numeri complessi,
la (1) si pud riscrivere come segue:

0~ Lv21e™ | + O[ joRy21e* ] + 0 E’é‘ﬁlem E= 0] jev2 e
con:
I=Ie™™ |, V=Vel™
da cui:

1 O .
g % w’L + jwR + EQ\EEM H= U [joo\/aye““] ()

La (2) puo essere interpretata come una relazione di uguaglianza tra due grandezze sinusoidali con
identica pulsazione. Per la gia citata corrispondenza biunivoca esistente tra grandezze sinusoidali
isofrequenziali e numeri complessi, devono risultare uguali i numeri complessi che rappresentano le
due grandezze al primo e secondo membro della (2). Si ha quindi:

1
E—w2L+ij +E§ = jwV
da cui:
. + Q,al_—L =V
R+l - HI=V 3)
La grandezza:

1
Z=R+j@roL-E 4)

viene detta impedenza del ramo AB considerato. Si definisce quindi impedenza Z un operatore
complesso uguale al rapporto fra i numeri complessi associati alla tensione e alla corrente: Z =V /1.
Tenendo conto della (4) e della definizione data, la (3) diventa:

V=£L1 o)
La (5) viene detta equazione di Ohm simbolica.
La definizione di impedenza (4) pu0 essere riscritta come:
Z=R+jX (6)

avendo posto:
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1
X=wk-76 7

La grandezza X ¢ detta reattanza del ramo, e costituisce la parte immaginaria dell’impedenza. La
reattanza dipende dalla capacita e dall’induttanza del ramo, e dalla pulsazione w di alimentazione.
La reattanza viene distinta in reattanza induttiva Xy, e capacitiva Xc¢ secondo il seguente schema:

1

Xi = wL Xe="0c
X =XL+ Xc
L’inverso dell’impedenza viene definito ammettenza:
Y=1/Z ®)
In base alla legge di Ohm simbolica, si ha:
I=YV )

da cui si ricava che I ¢ un numero complesso di modulo:

_v

L’argomento di Z determina lo sfasamento () tra il fasore della tensione ed il fasore della corrente.
Risulta infatti:

I=

¢ = arg[Y]—argm =a, —a,;= arg[Z] = Arctg%

Lo sfasamento ¢ ¢ positivo quando Oy > 0, cio¢ quando la tensione ¢ in anticipo rispetto alla cor-
rente. Si noti che, essendo la resistenza R positiva o nulla, risulta — 702 < ¢ < 102. Infine ¢ possibile
determinare i(t):

1@)—

cosEnt+O(V Arctg H
X

Niva

TRASFORMAZIONE SIMBOLICA DELLE EQUAZIONI DI KIRCHHOFF

Sia dato un circuito caratterizzato da R rami ed N nodi. Per ciascun ramo si assumano versi posi-
tivi per la tensione di ramo e la corrente di ramo associati secondo la scelta dell’utilizzatore. Preso
arbitrariamente un nodo come nodo di riferimento del circuito, la LKT permette di scrivere R rela-
zioni linearmente indipendenti tra tensioni di ramo e tensioni di nodo che, in forma matriciale, as-
sumono la forma:

v=Me

dove v ¢ il vettore delle tensioni di ramo, e ¢ il vettore delle tensioni di nodo ed M € una matrice a-
vente R righe ed (N — 1) colonne, il cui generico elemento M, risulta nullo se il ramo h non ¢ col-
legato al nodo k, uguale a +1 se la corrente del ramo h esce dal nodo k, —1 se la corrente del ramo h
entra nel nodo k.

La LKC applicata a tutti 1 nodi tranne quello di riferimento permette di scrivere (N — 1) equazioni
che in forma matriciale assumono la forma:

Ai=0

dove i ¢ il vettore delle correnti di ramo ed A € una matrice, chiamata matrice di incidenza ridotta,
avente (N — 1) righe ed R colonne, il cui generico elemento Ay, risulta nullo se il ramo k non ¢ col-
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legato al nodo h, uguale a +1 se la corrente del ramo k esce dal nodo h, —1 se la corrente del ramo k
entra nel nodo h. Risulta quindi che M ¢ la trasposta di A, cioe:

M=A"T

E possibile trasformare le equazioni di Kirchhoff ai valori istantanei con un procedimento del tutto
analogo a quello seguito per ricavare la legge di Ohm simbolica. Mediante tale trasformazione si
perviene alle seguenti relazioni:

V=A'E (10)

AL=0 (11)

dove V ¢ il vettore dei numeri complessi associati alle tensioni di ramo, E ¢ il vettore dei numeri
complessi associati alle tensioni di nodo e I ¢ il vettore dei numeri complessi associati alle correnti
di ramo.

Le Leggi di Kirchhoff (delle Tensioni e delle Correnti) ci permettono di scrivere delle equazioni
che descrivono la topologia del circuito, ovvero il modo in cui i componenti sono connessi tra loro:
= La Legge di Kirchhoff delle Correnti (LKC) afferma che la somma algebrica dei numeri com-

plessi associati alle correnti in un nodo ¢ nulla.

- Equazione simbolica per un nodo (LKC,): ilr =0 (12.a)
= La Legge di Kirchhoff delle Tensioni (LKT) puo essere formlzallta in due modi equivalenti tra lo-
- E)a; somma algebrica dei numeri complessi associati alle tensioni di ramo sui rami di una maglia
¢ nulla;
- Equazione simbolica per una maglia (LKT,): in =0 (12.b)
T

r=
- Ogni numero complesso associato ad una tensione di ramo ¢ dato dalla differenza dei numeri
complessi associati ai potenziali di nodo dei suoi terminali.

- Equazione simbolica per un ramo (LKT),): V.s=E, -Ejg (12.¢)

Le (12) sono formalmente identiche alle leggi di Kirchhoff per circuiti in regime di corrente con-
tinua salvo il fatto che in luogo delle grandezze effettive compaiono i numeri complessi che le rap-
presentano ed in luogo delle resistenze le impedenze. Questa constatazione permette di affermare
che la tecnica risolutiva dei circuiti in regime sinusoidale resta la stessa vista per i circuiti in conti-
nua salvo I'impiego dei numeri complessi. Valgono, inoltre, tutti 1 teoremi sulle reti in continua
(Teoremi di Thevenin, di Norton, di Millman, di Tellegen, etc.). Quanto detto mostra anche come
non sia necessario, ogni volta che si risolve un circuito, procedere alla “trasformazione” delle equa-
zioni differenziali in simboliche, potendosi scrivere direttamente queste ultime tramite le (12). In
definitiva quindi 1’operazione di trasformazione ¢ di regola omessa. Anche I’operazione di antitra-
sformazione si puo di solito sottintendere essendo del tutto ovvio il passaggio dai numeri complessi
alle grandezze sinusoidali che essi rappresentano. Tale passaggio infatti implica semplicemente che
si prendano modulo e argomento del numero complesso e si identifichino con 1I’ampiezza e la fase
della grandezza sinusoidale.

E da notare che una qualsiasi delle correnti o tensioni incognite del problema pud essere presa
come grandezza di riferimento per gli angoli di fase, cioe ¢ possibile porre uguale a zero la sua fase.
Ci0 equivale infatti a sceglier una opportuna origine dei tempi.

e Esempio 1: I circuiti costituiti da una sola maglia si risolvono tramite la (5), che puo scriversi, se-
parando il calcolo del modulo I e dell’argomento aj:
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I= Y ;
= : =
\/R2+@L_Lg o, =ay - tgd):T
wC

e Esempio 2: Tutti i metodi illustrati precedentemente sono generalmente applicabili. A titolo di
esempio si consideri il circuito illustrato nella figura 3.a, in cui si intende calcolare la corrente circo-
lante sul condensatore C. Sia D il nodo di riferimento. Non sono stati indicati i versi positivi delle
tensioni di ramo, perché si suppone di considerare comunque versi di riferimento associati con la
regola dell’utilizzatore per tensioni e correnti di ramo. Il circuito & costituito da R = 6 rami e da N =
4 nodi. La figura 3.b mostra lo stesso circuito nel dominio simbolico (i fasori rappresentativi dei ge-
neratori indipendenti sono Es = Eg/ \/5 ed Is = (Is/ \/5 ) e s ). Uno dei possibili alberi ¢ illustrato in
figura 3.c (rami 4, 5 e 6). I rami tratteggiati sono quelli di coalbero (rami 1, 2 e 3).

B B

——A\\\\—e > —>{ 1 >
ir R ic I R Ic
i; TB iR C -

St

C)Es cos (o) C)Es i

L jwl
T —2—D— —(D—c
o—{ |
A _ é 4_ A _ JT— 4_
Is cos (ot + o) - Is
a v, a Ve
+ +
N N
Figura 3a. Figura 3b.
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L I3
4 L

[ < b C
< ]
A IS é 11
Is
—
Figura 3c.

Analisi di Tableau (sistema di 2R + N — 1 = 15 equazioni)

V,=Ec
V,=-Eg
R=6 equazioni I.HKTr in cui compaio- V, =E;-Ec .
no come incognite R = 6 tensioni di V =E.-E (13.1)
ramo ed N — 1 = 3 potenziali di nodo) —4 7 =A =B
Vs =-E,
Ve =E,—Ec
(N — 1 =3 equazioni LKC, in cui Is =1, ~1=0
compaiono come incognite R = 6 cor- L-1,-1,=0 (13.11)
renti di ramo) [[-1,-1,=0
I =1
. o . L, =BL,
(R = 6 equazioni costitutive dei com- ‘
ponenti in cui compaiono come inco- Vi =1/ jwC (13.ii)
gnite R = 6 tensioni di ramoed R =6 V,=-E +RI, '
correnti di ramo) V= joLl;
Ve=0aV;
e
La soluzione del sistema (13) consente di determinare I3: I, Es O(Jle.S
1 + R +aBjwlL
jwC 1+

Supponendo che i dati siano: Es =10 V,Is=5 A, 05s=50°, R=2Q,L=05mH, C=4 uF, a =3,
B =20, /=50 Hz si ottiene I3 = 6.203 —j 18.07 e quindi i3 (t) = 27.02 cos (wt — 1.240) [A].
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Eliminazione delle tensioni di nodo (sistema di R + (Numero di componenti non controllati né in
tensione né in corrente) = 8§ equazioni)

V, +j6L; +V, =0
V, -RI, +Eg - jwLI;=0

(R—=N + 1 =3 equazioni LKT,,) I (14.1)
-= - V4 —Eg+RIL,=0
jwC

I,-1,-1,=0
(N — 1 = 3 equazioni LKC,) ,-1,-1,=0 (14.11)

I, -1,-1,=0

(equazione costitutive dei componenti 1, =BI,

non controllati né in tensione né in - . (14.iii)

Ve =0 jwLIs

corrente)

Metodo dei Tagli Fondamentali (sistema di R — N + 1 + (Numero di componenti non controllati in
corrente) = 5 equazioni)

V, +jal(ly—1,)+ Vs =0
V, -R(I; L)+ Bs - jwL(I; - 1,)=0

(R—=N + 1 =3 equazioni LKTy,) I N (15.1)
-3 -V, -E+R(;-1,)=0
LoV, RO L)
(equazione costitutive dei compo- L=B (13 _12) (15.4i)
nenti non controllati in corrente) V, =ajwL(l -1,) '

Metodo dei potenziali di nodo (sistema di N — 1 + (Numero di componenti non controllati in ten-
sione) = 5 equazioni)
—E, _EA —Eg +Eqg _

. =0
JwL R
(N — 1 =3 equazioni LKC,) ) E,-E;+E (16.1)
! J(*)C(EB _Ec)_—A RB >-1,=0
Is—jwC(E ~Ec)-1,=0
.. o e . I _BEA_EB"'ES
(equazioni costitutive dei compo- 2P (16.ii)

nenti non controllati in tensione)

In questo caso, non essendo I tra le incognite del sistema, € necessario scrivere separatamente la re-
lazione che la lega ai potenziali di nodo: I = jwC (Eg — Ec).

Teorema di Thevenin

Si puo applicare il teorema di Thevenin alla soluzione del circuito di figura 3.b considerando
come bipolo N il condensatore C e quindi come bipolo L l'insieme di tutti gli altri componenti del
circuito (vedi figura 3.d). Il bipolo L' ¢ quello indicato nella figura 3.e, mentre il valore della tensio-
ne Ey viene calcolato risolvendo il circuito riportato nella figura 3.f ed ¢ dato dalla relazione (19).
Infine il valore della corrente I3 viene ottenuto risolvendo il circuito illustrato nella figura 3.g, otte-
nuto sostituendo il bipolo L con il suo circuito equivalente di Thevenin.
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B1
—e 1/juC
N =
— @
CY
— Bl
—e
L =
— ®
[ c
lg -a Vs
> AN
Figura 3.d
— BY
—e
L’ =
- ®
[ C
lg -0 Vs
> AN
Figura 3.e

La soluzione del circuito di figura 3.e, finalizzata alla determinazione deHéterstica tensione-
corrente del bipolo B' (cio¢ della tensione Vgc in funzione della corrente I3) si puo effettuare con
uno qualsiasi dei metodi precedentemente illustrati. Ad esempio, utilizzando il metodo dei potenzia-
li di nodo si ottiene il seguente sistema di N-1+(Numero di componenti non controllati in tensione)
= 5 equazioni. Supponendo nota I3, ¢ possibile calcolare Ea, Eg, Ec, I> ed I, che risultano pari a Ea
= BiwLI/(B + 1), Es = (BjwL —~ R)I/(B + 1), Ec = (0 + DRjwLIy/(B + 1), L=Pl/(PB + 1) ed Is =~ L.

Regime sinusoidale -8



Pertanto Mc = Es — Ec = — (aBjwL + R)Is/( + 1) ed il circuito equivalente del bipold & una im-
pedenza pari a

R +afjwL
Lo=—7
1+
-E, E,-E
—A-=A_=P-1:=0
[[oN R
(N -1 =3 equazioni LKCy) E, -Eg _ (17.1)
ly3-="==-1,=0
R
—15-16=0
_nEa—Es
(equazioni costitutive dei compo- ;= BT (17.i)
nenti non controllati in tensione) A
E\-Ec=-aE,

—a Vs
AN
N

Y&

Figura 3.f

La soluzione del circuito di figura 3.f, finalizzata alla determinazione della tensione Eg tra i termina-
li B' e C' si puo effettuare con uno qualsiasi dei metodi precedentemente illustrati. Ad esempio, uti-
lizzando il metodo dei Tagli Fondamentali si ottiene il seguente sistema di R — N + 1 + (Numero di
componenti non controllati in corrente) = 5 equazioni.

Vool (s=1,)+ Ve =0
(R —N + 1 = 3 equazioni LKT) V,-R(-1)+E¢-jwL(ig-1,)=0 (18.1)
EO_MG_ES-'-R(__IZ):O

(equazione costitutive dei compo- I,=B (_ 12) (18.ii)
nenti non controllati in corrente) V=ajulL (I_S —12) '
Risolvendo le (18) il valore della tensione Eg risulta essere:
E,=Es+ojullg (19)
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Infine il valore della correnteglviene ottenuto

risolvendo il circuito illustrato nella figura 3.g,
ottenuto sostituendo il bipolo L con il suo circui-
to equivalente di Thevenin. In questo caso, la
corrente 4 risulta essere:

E, _ Egt+ajallg

Is= -
-1 +2, -1 +R+GBJO0L
JwC JwC 1+

Figura 3.g

Teorema di Norton

Si puo applicare il teorema di Norton alla soluzione del circuito di figura 3.b considerame
bipolo N il condensatore C e quindi come bipolbiksieme di tutti gli altri componenti del circuito
(vedi figura 3.h). Il bipolo L' ¢ quello indicato nella figura 3.e, mentre il valore della corrente Ip vie-
ne calcolato risolvendo il circuito riportato nella figura 3.i ed ¢ dato dalla relazione (21). Infine il
valore della corrente I3 viene ottenuto risolvendo il circuito illustrato nella figura 3.j, ottenuto sosti-
tuendo il bipolo L con il suo circuito equivalente di Norton.

Bl
Bl
——e® 1/juC
N =
— I3
Cl
— B1
——e
L =
- ®
[ 0%
lg - o Vs
> AN
Figura 3.h

La soluzione del circuito di figura 3.e, finalizzata alla determinazione della impedenza equivalente

N

del bipolo B'C', ¢ gia stata ottenuta:
_R+aBjwL

=0 1+[3
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N+
N

Y&

Figura 3.i

La soluzione del circuito di figura 3.i, finalizzata alla determinazione dellartery tra i terminali
B' e C' si puo effettuare con uno qualsiasi dei metodi precedentemente illustrati. Ad esempio, utiliz-
zando il metodo dei Tagli Fondamentali si ottiene il seguente sistema di R — N 4+ 1 + (Numero di
componenti non controllati in corrente) = 5 equazioni.

Vo+ol (s=1,)+ Ve =0

(R =N + 1 = 3 equazioni LKTy,) V,R (LO—I_2)+ES—ij(13—_Iz)=O (20.1)
~Ve—EstR(l,-1,)=0

(equazione costitutive dei compo- 1,=P (l_o _12) (20.ii)

nenti non controllati in corrente) Vs=ajul (I_S - 12) ’
Risolvendo le (20) il valore della corrente I risulta essere:

_Egstojallg _Eg+ajullg
0 R+aBjwL Z, (21)
1+3
Infine il valore della corrente I3 viene ottenuto risolven- B’
do il circuito illustrato nella figura 3.j, ottenuto sosti- *
tuendo il bipolo L con il suo circuito equivalente di Nor-
ton. In questo caso, la corrente I3 risulta essere: 7 lo
. 1/juC =0
Celo_ Zoly _ Egtajwll 'O
I3 = Jo 1° 1 1 R+aBwl
J(*-)C +—— Zo + . . + J |3
Z, JwC  jwC 1+ -
L]
Cl
Figura 3.j
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STUDIO DI CIRCUITI ELEMENTARI

Si considerino i tre semplici circuiti raffigurati in figura 4. Per la soluziartalidcircuiti € suffi-
ciente I'applicazione della legge di Ohm simbolica (5). La tabella riassume i risultatitotiea
tensione e stata scelta come riferimento di fase, costgh€0; lo sfasamento € quindi= - a;.

Gli sfasamenti tra fasori sono illustrati in figura 5. L'andamento delle pormgenti grandezze si-
nusoidali € mostrato in figura 6.

vV I|—— C
Figura 4.a Figura 4.b Figura 4.c
Z=R Z=jwL Z=-jluC
\ (VA in
|:¥:X l=—==— 2 1:;—VooCe]2
"R R joL  wlL - j/wC

La corrente simbolica B un
numero reale in fase con V

La corrente simbolica B un
numero immaginario in quadr
tura in ritardo rispetto ¥:

La corrente simbolica B un
aaumero immaginario in quadr
tura in anticipo rispetto ¥:

Vv \%
|:E,¢:0 |=E,¢=Tf/2 | =VwC, ¢ =-172
|V |
— 1 v v
Figura 5.a Figura 5.b Figura 5.c

AN

v(t)

Figura 6.a

Figura 6.b

Figura 6.c

a_
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RISONANZA

Si consideri il circuito mostrato in figura 7. Vengono riportate inoltre le ssja@ gia viste per
il modulo della corrente e per lo sfasamento, mettendo in evidenza la dipendetizgraintezze

dalla pulsazionev:

Vv
I(w) =

, O 10
R + [l ——0O
W wCl

wC

d(w) = arctg————

Figura 7.
Siriconosce che, per R, L, C e V fissate, esiste una pulsaajqrer cui la reattanza si annulla:
o = 1
°~JLc (22)

La pulsazionew € dettapulsazione di risonanza. Ad essa corrisponde la corrente massima in mo-
dulo e con sfasamento nullo. In condizioni di risonanza il comportamento del circuiist&ags
poiché le cadute reattive si compensano a vicenda (vedi diagramma vettoriale).

|
Ri p.p |7

| — 2.

(005) w
Figura 8. Figura 9. Figura 10.

In figura 8 e rappresentato I'andamento del modulo della corrente in funzione deflzignds
per due diversi valori della resistenza. Nell'ipotetico caso in cui la resistehzamo fosse nulla, il
modulo della corrente avrebbe un asintotogperwy. Perw — 0, la reattanza capacitivacXs oo:
la corrente continua € bloccata dal condensatorewPRer~, la reattanza induttiva X— : gli ef-
fetti induttivi tendono a bloccare la corrente ad alte frequenze. Ngllef e 10 sono rappresentati
rispettivamente lo sfasamento e la reattanza in funzione della pulsazione<Raey, la reattanza
capacitiva prevale su quella induttiva, e lo sfasamértd); viceversa, pew > wy la reattanza in-
duttiva prevale su quella capacitiv) 0 (vedi diagrammi vettoriali). In figura 11 sono illustrati i
diagrammi delle tensioni sul piano di Gauss. Nel caso considerato, la legge dirtitwtica si puo

scrivere:
V=RIE+X | +X d

dove sono state evidenziate le cadute di tensione dovute rispettivamentestéazaR, alla reat-
tanza induttiva X= wL ed alla reattanza capacitiva % —1/wC.
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XA X1

X

__R
| |
v V =RI |

Xl

Figura 11.a - Per < la re- Figura 11.b. - Per w=aw, la  Figura ll.c. - Per w>, la re-

.. reattanza capacitiva e quella attanza induttiva prevale su
attanza capacitiva prevale su . . . ..
. . induttiva si compensano. quella capacitiva.
quella induttiva.
ANTIRISONANZA

Si consideri ora il circuito mostrato in figura
;,A_/\/\/\/\/\/i 12, in cui figurano un’induttanza ed una capacita
it)y—— in parallelo. In base all'equivalenza formale tra
equazioni di Kirchhoff in c.c. ed in c.a., le regole
di composizione per resistenze in parallelo pos-
_ sono essere estese anche al parallelo di impeden-
v(®) L C— ze. E' quindi possibile esprimere 'impedenza
Z c equivalente al parallelo tra le due impedenze
Z, e Zc nella forma:
_ZZc __.
B Zc _ZL +Z, =) 1 (23)
Figura 12. wC

La corrente che passa attraverso la resist@rezguindi pari a:

| = v
TR+ Z. (24)
Da cui possiamo dedurre le espressioni per il modulo della corrente e per hoesfEsanettendo

in evidenza la dipendenza di tali grandezze dalla pulsa@one

I
\%
)= L?/C?
R*+ —
(e
o w
Figura 13.a
¢ 2

¢ ((JL)) = arctgL—/C

REoL—lg o W
wC -T2

Figura 13.b
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Le correnti del ramo induttivo e capacitivo sono pari a:

LRI 25 =2 "Rl 26
=S (25 =5 0c (26)

Esiste una pulsazioney, detta pulsazione di antirisonanza, che rende infinita I'impedenza
equivalente £ e, conseguentemente, annulla la corrente |

1
W, = ﬁ 27)

Mentre la corrente di alimentazioneé hulla le correntile Ic risultano diverse da zero:

. |C
L= =iy Y =,

Si instaura cioé un regime periodico di scambio energetico tra il comdensd’induttanza. In as-
senza di dispersioni e di resistenze, la circolazione nella maglia costituitadddifinza e dal con-
densatore continua indefinitamente.

In figura 13.c e raffigurato 'andamento della reat-
X tanza equivalente del parallelo induttanza - condensa-
tore.

Perw < uy la reattanza € positiva, ed il circuito ha
un comportamento prevalentemente ohmico - indut-
tivo con uno sfasamento positivo. Per basse frequen-
ze la corrente fluisce prevalentemente nel ramo indut-
tivo, che quindi caratterizza maggiormente il compor-

:0 W  tamento del circuito. Al limite, pap = 0, la corrente
Ic e la reattanza induttivap6i annullano, mentre X
va all'infinito.

Perw > wy la reattanza e negativa, ed il circuito ha
prevalentemente una caratteristica ohmico - capaciti-
va, con sfasamento negativo. Per alte frequenze la
corrente fluisce maggiormente per il ramo capacitivo.

Figura 13.c Quandow - o« la corrente |l e la reattanza capacitiva
Xc si annullano, mentre Xende all'infinito.

POTENZE IN CORRENTE ALTERNATA

POTENZA ISTANTANEA
Si faccia riferimento all’'utilizzatore U in figura 14, alimentato
tramite la coppia di morsetti AB da una tensione sinusoidale: A '(t
[o S—
v(t) =V, cos(wt) v(t) U
associata ad una corrente d’alimentazione: B o]
it)=1, codwt - ¢)
Figura 14.

Si definisce potenza istantanea il prodotto:
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p(t) = v(1)i(t) (28)

La corrente i(t) puo essere scomposta nelle due compogeriti dette rispettivamente corrente
attiva e reattiva. La corrente attiva € quindi la componente della corrente in fase con la tensione,
mentre la corrente reattiva € la componente in quadratura. Si pud dunque scrivere:

i,(t)=1,codwt)cop  (29)  i,@)=1,serfct)sewp  (30) i=i,+i, (31

La potenza istantanea diventa quindi:

p(t) = v(B)i. (1) + V()i () =p.(t) + (1 (32)

dove?:
R(9= XPi()= ¥ b cos C052(“%% co [+ cog2at)] (33)
= L0 ¥ s sefotkodut) =11 sep serf2u) (34

Gli andamenti delle grandezzg @ p, dette rispettivamentpotenza istantanea attiva e potenza
istantanea reattiva, Sono mostrati nelle figure 15 e 16.

i’ V’ .1 )
>\ P /\ A Pl v(t)

P t
K t
pit)
Lia(t) -
()
Figura 15. - Potenza istantanea attiva. Figura 16. - Potenza istantanea reattiva.

POTENZA ATTIVA

Si riconosce che la potenza istantanea attiva non cambia mai segno, e rappresenia tjusdi
so unidirezionale di energia. Il suo integrale su un periodo T e quindi, di norma, diverso da zero.
Si definiscepotenza attiva P il valore medio in un periodo dalla potenza istantanea:

1. .7
P=1f, pldt (35)

E immediato verificare che il valore medio della potenza istantanea coincide ar@l nedio della
potenza attiva istantanea: infatti, la potenza reattiva istantanea € una gramueszdade e, di
conseguenza ha valore medio nullo. Si ha quindi:

1T _Vulu T _ Vulu
==, Pa(t)dt=—cosp [ | cod(wt)dt = cop

E, introducendo i valori efficaci di corrente e tensione:
P=VIcos (36)

©) Sj ricordi che sen §d = 2 sen §) cos §) ; cos (2) = cos (x) = 1.
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La potenza attiva e quindi valutabile come il prodotto del valore efficdieeteliesione, il valore ef-
ficace della corrente e dBittore di potenza cosp.

POTENZA COMPLESSA
La potenza complessa@\definita dalla seguente relazione:
N=VI* (37)
dove F e il complesso coniugato di $i ha quindi:
N =Vel* g7 = vie*
e, ricordando la formula di Eulero:
N =VIcosp +jVI senp (38)

Risulta cosi provato, ricordando la (36), che la parte reale della potenza camiglgts essere pari
alla potenza attiva:

0(N)=P= Vicosp (39)

La parte immaginaria della potenza complessa viene chigro@isza reattiva e nel caso di un bi-
polo ha la seguente espressione:

Q=0(N)=VIsend (40)

Dalla (40) si puo notare che un bipolo assorbe potenza reattiva solo quando la coras#eisf

spetto alla tensioné (# 0), ed € quindi presente una componente reattiva della corrente stessa (vedi
eg. 30). Cio avviene quando il componente € in grado di immagazzinare energia senzsagdissipa
come, ad esempio in un induttore od in un condensatore; la potenza reattiva € quindi un indicatore
di uno scambio di energia di tipo conservativo, che in alcuni casi, che saranno esposti refloparag
relativo al problema del rifasamento, € necessario limitare il piu possibile.

I modulo N della potenza complessa e detitenza apparente:
N = P2 + Q2 (41)

Si consideri ora un generico ramo di circuito caratterizzato da un’impedemezaehdo conto della
legge di Ohm simbolica (5), la (37) puo essere riscritta come segue:

N=ZI1*=Z1%=RI 2 +jXI 2. (42)

Confrontando la (42) con la (39) e la (40) si ottiene:
P=RF (43)
Q=XF (44)

In base alla definizione di corrente efficace | si ricava subito che la potenza attivale&apae-
dia su un periodo della potenza dissipata per effetto Joule sulla resistenzaoR;oamponente in
grado di assorbire energia senza restituirla. La potenza reattiva dipende inlesigasente dalla
reattanza, cioé dai componenti in grado di immagazzinare energia conservativas(alet nei
condensatori, magnetica nelle induttanze) e di restituirla.

Si noti che, mentre la potenza attiva assorbita dall'impederzsermpre positiva, il segno della
potenza reattiva dipende dalla reattanza prevalente nel ramo. Q e quindi positea&tpare pre-
valentemente induttive (Q &LI? per una reattanza puramente induttiva), e negativa per reattanze
prevalentemente capacitive (Q-£/wC per una reattanza puramente capacitiva).
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ADDITIVITA DELLE POTENZE

Dalle equazioni (10) ed (11) segue, come corollarioTéerema di Tellegen, I'additivita delle
potenza in regime sinusoidale. Infatti, per un dato circuito, preso un qualsiasi dettammeri
complessi rappresentativi di tensioni di ramg che soddisfi le LKT per quel circuito, ed un vetto-

re di numeri complessi rappresentativi di correnti di rdgnehe soddisfi le LKC per quel circuito,
vale la seguente relazione:

Vi, =0 (45)

Infatti, si ha
Vi'l, =(A"E)'L; =E;" AL, =E;' (AL) = E;'0=0
Se si applica la (45) considerando i vettori di numeri complessi rapprtesatahe tensioni e delle
correnti che effettivamente sono presenti nel circuito, si ottiene la nreéa@6) che, sulla base del-
la definizione (37), mostra come la potenza complessa assorbita da tutti i comgeheimtuito
risulti in ogni istante nulla.

VT =Vili +Voly, + ... =N+ No+...=0 (46)

Si consideri ora il circuito schematizzato in figura 17, aliments i(t)
tramite la coppia di morsetti AB da una tensione sinusoidale v(t) r A o—=1..01
presentata dal numero complessoll\€ircuito € composto da m rami
che si incontrano in n nodi. Assumendo che in ogni ramo i versi posv(t) }

vi di riferimento della tensione e della corrente di ramo siano assoc _ > <— [ °N
indicando con I\ la potenza reattiva assorbita dal generico ramo h
con W ed } i fasori rappresentativi della tensione e della corrente di

ramo, risulta (dato ch¥, 11* +V, 12* + ... + Vga 1* =0):

Figura 17.

m m * * *
ZN_h: Z\/_hl_h =Vl =Vl =N
=1 =1

Si puo quindi affermare chét potenza complessa N fornita al circuito attraverso la coppia di mor-

setti AB ¢ pari alla somma delle potenze complesse Ny assorbite da tutti i rami del circuito. Nel

caso in cui ciascun ramo sia costituito da una impedenza in serie con un gedéetatwmne, a-
vendo indicato con {la potenza complessa erogata dal generatore presente sul ramo i,je con Z
limpedenza in serie a tale generatore, segue:

m _ m )
N+;Ng,i—;§'i (47)
Eguagliando le parti reali e le parti immaginarie della relazione (47) si ottiene:
P+S R =5 RI’, (48)
1=1 1=1
Q+Y Q=) XI°. (49)
1=1 1=1

La (48) esprime il fatto che la potenza attiva fornita dalla coppia di mor&({® A VI co®) piu la
somma delle potenze attive fornite dai generatori € pari alla somma delleepaténe assorbite
dalle impedenze dei rami del circuito e dissipate per effetto Joule. Analogalagrtsnza reattiva
fornita dalla coppia di morsetti AB (Q = VI gih piu la somma delle potenze reattive fornite dai
generatori & pari alla somma delle potenze reattive assorbite dalle impedenze deli camiitb.
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TEOREMA DEL MASSIMO TRASFERIMENTO DI POTENZA

Nella figura 18 e rappresento schematicamente un

bipolo che alimenta un carica ZSi faccia l'ipotesi Zc I +

che il circuito sia in regime sinusoidale —
isofrequenziale. Si vuole determinare 'impedenza di<c5E V.

carico 4 che rende massima la potenza attiva - o Z

ricevuta dal carico. Questo problema si presenta nel
progetto di ogni amplificatore: si deve scegliere .
impedenza di ingresso che rende massima la Figura I8.

poﬁ_eé]f)%lré?ﬁ\éué?tiva assorbita dal carico si calcola immediatamente, avendo posto:
Zc=Rs+| Xg ZL=R +] XL

Risulta infatti:

E? E?

R =R [ =R,———=R
R R P T R RGP A, KoY

Poiché E, R e Xg sono assegnati, si tratta di determinare quali valori_dt R_ rendono massima

la B.. Una prima osservazione e che, relativamente gdl Xlenominatore &€ certamente minimo

guando X = - Xg. Per quanto riguarda la_Re sufficiente annullare la derivata dellarBpetto ad

R.:

R _ 0 1 2R, 0 (R -Rg)E?
=E - =

dR, E(RL+RG)2 (R.+RsFE (R +RG)

Si e ricavato quindi il segueni@orema del massimo trasferimento di potenza: Sia assegnato
un bipolo funzionante in regime sinusoidale isofrequenziale, specificato dal suo circuito equivalente
di Thevenin, che alimenti una impedenza di carico Z,. Tale impedenza riceve dal bipolo la massima
potenza attiva se, e solo se:

=0 O R, =Rg

Z

_L:Z*G

In tal caso si dice che il carico € adattato al bigola potenza attiva (massima) fornita al carico
e Rvax = E?/4Rs. Si noti che anche se il carico & adattato al bipolo, solo il 50% dell’energia del
generatore fluisce nel carico e quindi il rendimento e pari a 0.5. Infattducendo il rendimento
si ha:

n= at

_ _ RJIE R 1
R+Py RUIF+Rgl? R +Rg 1+(RG/RL)

dove R, € la potenza utile esPa potenza dissipata. Si noti che il rendimento puo essere reso arbitra-
riamente vicino ad uno facendo aumentare larrtal caso pero la potenza assorbita dal carico ten-
de a zero.

RIFASAMENTO

IN

Nella figura 19 e rappresento schematicamente un |
generatore di tensione in c.a. G che alimenta, tramite A’
una linea di lunghezza L, un utilizzatore U. La lun-
ghezza della linea é tale che e possibile schematizz A A
la mediante una impedenza di linea(Z. = R_ +j
X.) Conseguentemente la tensione v ingresso B’
dell'utilizzatore Ué pari a:

A 4

A g
c

Figura 19.
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V=V'-Z1

A causa della caduta di tensiond A tensione Vhon e uguale a'Ve soprattutto varia a seconda

dell’utilizzatore. Alla resistenza di linea & inoltre associata una potenza dissipata per effetto Joule:
Pg=R I
Tali effetti possono essere limitati riducendo la corrente di linea quando questo ¢ possibile.

Esistono degli utilizzatori che, essendo caratterizzati da un fattore di potenza (cos¢) basso neces-
sitano di elevati valori di corrente per assorbire la potenza nominale per cui sono stati progettati. In-
fatti, dalla (27) si ha:

P

" Vcosh

Tanto piu basso ¢ il fattore di potenza, tanto maggiore ¢, a

parita di tensione e potenza assorbita, la corrente di ali- l—L A
mentazione. Un rimedio a tale situazione si pu0 ottenere
rifasando 1’utilizzatore, cio¢ disponendo in parallelo ad
esso un opportuna reattanza. Il tipo di reattanza dipende
dallo sfasamento dell’utilizzatore: occorre un condensato- C U
re se ¢>0, un induttore se ¢ < 0.

Y
)
Y

| e
(@)

Si faccia riferimento al caso piu frequente in cui $>0 (ve-
di figura 20). Il diagramma delle correnti si ricava facil-

2%

mente tenendo conto che: B
L =T+Ic Figura 20.
e che Ic ¢ in quadratura in anticipo rispetto a V. Da tale A
diagramma (vedi figura 21) si vede come sia possibile ri- V
durre in maniera considerevole la corrente di linea. La - % |C

presenza del condensatore in parallelo ad U rende in teo-
ria possibile annullare lo sfasamento ¢' del blocco con-
densatore - utilizzatore (rifasamento completo). In realta il
rifasamento completo ¢ raramente necessario, ¢ sufficien-
te che I’angolo ¢' assuma un valore prefissato convenien-
temente piccolo. Dalla (39) e dalla (40) si ottiene:

Q=P tap (50) Q+ Q =P tanp’ (51)

dove P, Q, Q. sono rispettivamente la potenza attiva assorbita dal utilizzatore, la potenza reattiva as-
sorbita dall’utilizzatore e la potenza reattiva assorbita dalla capacita. La (51) ¢ stata ottenuta tenendo
conto che la potenza attiva assorbita dal condensatore & nulla. Sottraendo membro a membro la (51)
dalla (50) si ottiene:

Figura 21.

Q¢ =P (tan¢' — tan¢) (52)
Tenendo conto che: Q¢ = X¢ Icz == ICZ/Q)C == ((A.CV)Z/(Aﬁ == ooCVz, dalla (52) siricava:
C=v (tan¢ - tanp ) (53)

che consente di calcolare la capacita C del condensatore fissato 1’angolo ¢'.

La funzione del condensatore di rifasamento puo essere spiegata intuitivamente: esso rappresenta
un componente in grado di scambiare alternativamente energia con I’utilizzatore. La presenza del
condensatore, diminuendo la potenza reattiva vista dal generatore, riduce quindi lo scambio alterna-
to di energia lungo la linea.
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SISTEMI TRIFASE

I sistemi trifase sono schematizzabili come nella figura 1. Non si fa nessuna ipotesi né sul generato-
re di alimentazione situato prima della sezione A-A, né sull'utilizzatore situato dopo la sezione B-B.

P A X | P . B
1 ' 1 1
5 o,
2 :
: . :
3 5
.\ L X ' B
Figura 1. - Schema di linea trifase
Per una generica sezione X-X valgono le seguenti relazioni:
11(t) +iz(t) +i3(t) =0 (1)
via(t) + vas(t) + vai(t) =0 (2)

Le equazioni (1) e (2) sono relative ai valori istantanei delle correnti di linea 11(t), i2(t), i3(t) e delle
tensioni concatenate vi2(t), v23(t), v3i(t) avendo posto vik = tensione tra il filo h ed il filo k. Utiliz-
zando la notazione simbolica di Steinmetz le (1), (2) si scrivono come:

L+L+1:=0 3)
Vio+ Va3 +V3=0 (4)

Casi particolari di notevole importanza sono i seguenti:
- Sistemi trifase simmetrici: V12| = [V23] = [V31| = V.

- Sistemi trifase equilibrati: |[;| = || = [I3] = L

Nei sistemi trifase simmetrici le tensioni concatenate, rappresentate sul piano di Gauss, formano un
triangolo equilatero e risultano sfasate, 1’una rispetto alla precedente (nell’ordine Vi, V23, V31) di
un angolo pari a 27t/3. A seconda che lo sfasamento sia negativo (rotazione in senso orario) o posi-
tivo (rotazione in senso antiorario), si parla rispettivamente di sistema simmetrico diretto (vedi figu-
ra 2) oppure di sistema simmetrico inverso (vedi figura 3). Invertendo ’ordine dei fili 2 e 3 € possi-
bile trasformare un sistema diretto in un sistema inverso e viceversa. Se si indica con o il numero
complesso e/>™? risulta:

- sistema di tensioni concatenate simmetrico e diretto: ( Vi2, o> Vi2, o Vi2)

- sistema di tensioni concatenate simmetrico e inverso: ( Via, o Vi2, o> V12).

Nel seguito, tranne precisazione contraria, supporremo sempre che:
1. - Isistemi trifase siano simmetrici ¢ diretti;

2.- La linea di trasmissione tra generatore ed utilizzatore non dia luogo a cadute di tensione in
modo da potere considerare in ogni sezione della linea la stessa terna di tensioni concatenate.

Sistema trifase simmetrico diretto Sistema trifase simmetrico inverso
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1 1
XIZ
Vi Vi Vi
3 Vs 2 2 Vs 3
Figura 2 Figura 3
V=V, e Viy=V, e
231 :ylz e \_/31 =V, e

L’ipotesi 1 ¢ dovuta al fatto che il generatore trifase pud essere schematizzato come tre generatori di
tensione monofase isofrequenziali con lo stesso valore efficace ma sfasati di 2n/3 (vedi figura 4). Se
lo sfasamento ¢ negativo, come indicato nella figura 4, le tensioni concatenate risultano essere una

terna diretta.
A

0 -+
o’Eq - J6;
—
aE, I A

Figura 4. - Schema di generatore trifase

In generale, data una terna qualsiasi di tensioni con- E,-E,=V,

catenate V12, V23, V31, si definiscono le tensioni prin- E _E = (5)
cipali di fase, o tensioni stellate, le tensioni Ejo, E2o, -0 =0 =2

E3o che soddisfano le seguenti relazioni: Ejg +Ey +E; =0

Se le terna di tensioni concatenate ¢ simmetrica e
diretta anche la terna delle tensioni principali di
fase risulta simmetrica e diretta (vedi figura 5).

Il valore efficace E delle tensioni principali di fase
risulta in questo caso ridotto di un fattore pari a +/3
rispetto al valore efficace V delle tensioni concatena-
te:

= — 6
E \/E ( ) Vo;

Nel seguito si supporra sempre il sistema delle ten-

.. . . . Fioura 5 Tensioni principali di fase per un
sioni concatenate simmetrico e diretto. & p P fasep

sistema simmetrico e diretto

POTENZA NEI SISTEMI TRIFASE
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La potenza istantanea assorbita da un utilizzatore trifase U qualsiasi (vedi figura 6) ha la seguente
espressione:

p(t) = V1o ()i, (t)+ Voo ()i, (t)+ vao (t)is 1) (7

dove vio, V20 € V3o sono rispettivamente le tensio-
ni dei terminali 1, 2 e 3 rispetto ad un qualsiasi
terminale O preso come riferimento. Si dimostra
infatti che, dato che le correnti 1, i2 ed i3 soddisfa-
no la LKC (i1 + 12 + 13 = 0) e le tensioni vio, V20 €
v3o soddisfano la LKT (vi2 = vio - V20, V23 = V20 - =
V30, V31 = V30 - Vi0), la potenza p(t) data dalla
espressione (7) non dipende dal particolare termi-
nale O preso come riferimento: Figura 6

i

I

P(t) = €10 (1)1, (t) + e (£) 15 (1) + €5 (1) 15(1)
p(t) = vy0 (t) 1, (£) + Va0 (1) 1, (t) + V5o (1) (- 11 —1, (1)) = vys (1) i, (t) + v (1) 1, (1) ©
p(t) = vio(t)1,(t) + vio (t) 13(t +V20(t)( ):Vu() {(8) + v (1) 15(t)

p(t)=v20(t)12(t)+v30(t +Vlo ( ) VZl(t)lz(t)+V3l(t)l3(t)

Il valore medio in un periodo della potenza assorbita prende il nome di potenza attiva e viene indi-
cato normalmente col simbolo P:

P=—[""p(t)dt 9)

to

1
T
La potenza complessa assorbita dal carico viene definita, con riferimento ad un terminale O arbi-
trario, dalla seguente relazione:

N=V, lr +Voo l; + Vi l: (10)

Analogamente a quanto precedentemente fatto, si dimostra che tale definizione non dipende dal
terminale O assunto come riferimento, per cui risulta:

N EIO I1 +E20 IZ +E30 13 V13 Il + V23 IZ Yl2 l: +\—/32 1; =1721 I; +YSI l; (11)
Si dimostra che la parte reale della potenza complessa coincide con la potenza attiva assorbita.

Si da invece il nome di potenza reattiva

assorbita alla parte immaginaria della poten- N=P+;Q (12)
za complessa:

Il modulo della potenza complessa assume il 52~z

nome di potenza apparente: N=yP"+Q (13)
Il' fattore di potenza cos.CD del carico ¢ defi- cosd = cos Arctan Q (14)
nito dalla seguente relazione: P

Risulta percio, tenendo conto della (13): P=Ncos® ; Q=Nsen @ (15)

UTILIZZATORE EQUILIBRATO

Sistemi trifase - 3



Nel caso particolare, di notevole interesse tecnico, che l'utilizzatore U sia equilibrato, come gia
visto le correnti di linea hanno lo stesso valore efficace e risultano sfasate 1’una rispetto all’altra di
un angolo pari a 2nt/3 (vedi figura 7).

Sia ¢ lo sfasamento tra tensione principale di fase e la
corrispondente corrente di linea, dalla (11), risulta:

N=E I, +E,ol, +Esl; =3E, I =

=3Elcos @+ j3ELsinp = (16)
= \/EVIcoscp+j\/§VIsin(p
Tenendo conto delle (12-14) infine si ha:
P=4/3VI cos @
Q= J3VI Sin®
(17) L

N =+/3VI
cosD =cos @ Figura 7

E rilevante osservare che la potenza istantanea nei sistemi simmetrici ed equilibrati non ¢é fun-
zione del tempo, contrariamente a quanto accade per i sistemi monofase o per il generico carico
trifase non simmetrico o non equilibrato

MISURA DELLE POTENZE - INSERZIONE ARON

Si consideri il problema della misura della potenza attiva P assorbita da un generico utilizzatore
trifase (considerazioni analoghe possono essere fatte per la misura della potenza reattiva). Sfruttan-
do I’arbitrarieta del terminale O di riferimento ¢ possibile misurare la potenza attiva del generico
utilizzatore trifase facendo ricorso a due soli wattmetri, inseriti nel circuito come illustrato nella
figura 8 (vedi eq. 11). La potenza attiva P assorbita dal carico risulta essere pari (a meno delle cor-
rezioni da apportare per tenere conto della dispersione degli strumenti) alla somma delle due letture
degli strumenti: P = Wa + W,

Se il carico ¢ equilibrato allora ¢
possibile, dalla lettura dei due
strumenti, ottenere anche il valo-
re della potenza reattiva assorbi- 2

ta. Risulta infatti: ' U

1 _d W,

Wy + Wy = v3VIcos(p) = P 3 \[/;\Nb\

W, — Wa = VIsen(o) =

Sl

Figura 8. - Misura della potenza attiva - inserzione Aron
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STELLA DI IMPEDENZE

Il calcolo delle correnti nei rami di una stella di Zq
impedenze (vedi figura 9) si pud eseguire con | e >  —
vari metodi. Si tratta di risolvere il seguente si- I
stema nelle incognite 11, I, I3: Z>
=71 - 2 > { +—0
V,=21-2,]1, I
V,=2,1,-7Z,1, (18) Z3
I+, +1,=0 3 —

Per la soluzione del sistema (18) si puo utilizzare
il teorema di Millman, con riferimento allo
schema circuitale illustrato nella figura 10.

Risulta: @ —

Voo = YE, +Y E +Y . E (19) Exo 3 Z; I
- Y +Y, +Y,
¢ ()L F—to

L =Y, (EIO _\_/oc) Ex 2 L Jb)

L= Xz(Ezo _\_/oc) (20) -

L = Xz(Em _\_/oc) 4@_‘_:'1—"

B 1 Z 1
dove le Y1, Y2, Y3 sono le ammettenze dei tre )
rami della stella. Figura 10.
STELLA EQUILIBRATA

Le stelle equilibrate sono formate da tre impedenze uguali Z1=2Z>=23=Z (e quindi Y1 =Y, =Y3=
Y). In questo caso la (19) fornisce Voc=0 e quindi dalle (20) si ottiene:

I, =Y E, ;- L=YE, ; I,=Y.E, (21)
da cui si deduce che il sistema & anche equilibrato (|Ii| = |Io| = [Is] = I). Dal teorema di additivita del-

le potenze, avendo indicato con ¢ I’angolo di sfasamento fra tensione e corrente in ogni singola
fase, segue:

N=N,+N, +N,=3EI (cos((p) +j sin((p)) (22)

Dalla (22) segue inoltre che il fattore di potenza di una stella equilibrata di impedenze coincide con
il fattore di potenza di ciascuna impedenza.
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TRIANGOLO DI IMPEDENZE

11 calcolo delle correnti nei rami di un triangolo di impedenze (vedi figura 11) si esegue direttamen-
te se sono note le impedenze dei rami e le tensioni concatenate. Dalle correnti L2, I>3, I31 (correnti di
fase) si deducono immediatamente le correnti assorbite dalla linea Ii, >, I3, vedi eq. (23)

<

I, = =2
"z, I g T
L, = é 1 I,
1
Zy Zy,
\Y v
1. = =31 R T
231 Z31 2 VIZ 1 L [ 731
I =1,-L, L VA
v
L=1,-1, (23) 3 > il
L=1,-1, Iz
Figura 11.

TRIANGOLO EQUILIBRATO

Il triangolo di impedenze ¢ equilibrato quando le tre impedenze che lo costituiscono sono tutte
uguali: Zi1 = Z>=Z3=Z. In questo caso, dalle (23) si ottiene:

I, = Vip=Vs _ Ej—Ez—(Eso=Eio) _ 3Ejo—(Ejo+Es +Es) _3Ei

Z Z Z Z
2 2 (24)
3E -icn 3E -icn
12 — %20 :lle 3 , 13 — 220 :lze 3

da cui si deduce che il sistema € anche equilibrato (|Ii| = [I2| = [I3| = I). Inoltre le correnti di fase Iz,
I3, I31, risultano ridotte di un fattore /3 rispetto alle tensioni di linea, come si puo vedere dalla
figura 12, ed in modulo uguali fra loro (|Li2| = |L23| = [I31] = Ifase).

Dal teorema di additivita delle potenze, avendo
indicato con ¢ I’angolo di sfasamento fra tensio-
ne e corrente in ogni singola fase, segue:

N=N,+N,+N; =

(25)
=3VI fase(COS(p_Fj Senq))

Dalla (25) segue inoltre che il fattore di potenza
di una triangolo equilibrato di impedenze coinci-
de con il fattore di potenza di ciascuna impeden-

a Figura 12. Rappresentazione delle correnti

di fase e delle correnti di linea nel caso di un
triangolo di impedenze equilibrato
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SISTEMI A QUATTRO FILI (TRIFASE CON NEUTRO)

La presenza di un quarto filo n (neutro), porta ~ I A 1
a considerare sistemi del tipo indicato nella figu- Q >
ra 13. Se si alimenta il sistema con tre generatori E,
disposti a stella aventi f.e.m. simmetriche dispo- O () lf 2
ste ‘in tc?ma diretta (Eg, o Eg, a‘Eg)' si stabilisce o EgU "
fra i fili 1, 2, 3 una terna di tensioni concatenate I
simmetrica (a meno delle eventuali cadute), le @ > 3
cui tensioni principali di fase sono le f.e.m. sud- a E,
dette. Oltre a ci0 si rende disponibile fra ciascu- I,
na fase ed il neutro una tensione di modulo E. In > L
nessun caso ci sono particolari problemi di cal- A

colo in quanto, trascurando le cadute di tensione
sulla linea, ¢ sempre nota a priori la tensione
applicata a ciascuna impedenza.

Figura 13. - Schema del generatore per sistemi
trifase con neutro

Il collegamento ¢ adatto per carichi aventi una certa probabilita di squilibrio: in tal modo si assi-
curano tensioni con lo stesso valore efficace su tutte le impedenze di carico a stella, anche se sono
diverse tra loro. Infatti, trascurando le cadute di tensione sul neutro, la tensione tra i centri stella &
nulla e le correnti assorbite dalla linea sono calcolabili come Ix =Exo/Zx , k =1,2,3. La corrente nel
neutro sara tanto maggiore quanto piu ¢ pronunciato lo squilibrio dei carichi, come risulta dalla se-
guente formula:

E E E

I =—(I, +1, +1 :—_10+_20+_30j 26
—-n (—1 =2 —3) {Zl Zz Z3 ( )

RIFASAMENTO DI UN UTILIZZATORE TRIFASE

Si consideri un utilizzatore U di tipo induttivo che assorba dalla linea la potenza reattiva Q e la
potenza attiva P e sia caratterizzato da un fattore di potenza cos ¢. Analogamente al caso dei sistemi
monofase, aumentare il fattore di potenza del carico, a parita di potenza attiva assorbita, permette di
ridurre le correnti di linea assorbite, a cui seguono una riduzione delle cadute di tensione sulla linea
e della potenza dissipata per effetto Joule sulla linea stessa. Se il fattore di potenza dell’utilizzatore
¢ troppo basso, ¢ quindi necessario rifasare tale utilizzatore, ponendo in parallelo ad esso un banco
di condensatori, collegati a stella (vedi figura 14) od a triangolo (vedi figura 15). Sia cos ¢' il fattore
di potenza che si vuole ottenere per il carico costituito dall’utilizzatore U con in parallelo il banco di
condensatori. Facendo riferimento alla figura 14, la potenza reattiva assorbita dalla linea a destra
della sezione B'B' ¢ data da:

Q, =Q+Q, =Ptan((p)+Qc
avendo indicato con Q. la potenza reattiva assorbita dai condensatori. Si ha quindi:

Qt QC

tan(o) = St = tan(g) + == = Q=P (tan(¢') — tan(e)) (28)

L'ultima relazione esprime la potenza reattiva che deve essere assorbita dalla batteria di condensato-
11 per portare il fattore di potenza da cos ¢ a cos @'
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¢ Condensatori a stella

B' B

Se, come nel caso di figura 14, i conden-
satori sono disposti a stella, si ha:

2
=3 E°_ C,V’ v

Q% T 3
da cui: B' Cy Cy Cy B

P (tan((p) - tan((p')) | : |

v oV’ 9)
Figura 14.
¢ Condensatori a triangolo
B' B
Se, come nel caso della figura 15, i con- 1
densatori sono collegati a triangolo, U
risulta: 2
V2 2
=3—=-3wC,V
QC XC w A 3
da cui: Ca Ca .
' B' 0—{ }—o—{ }—0
P (tan((p) - tan((p )) Ca
CA = 5 (30) I I
30V | [
Figura 15.

Quindi se 1 condensatori sono disposti a triangolo si richiede che essi abbiano capacita tre volte
inferiori di quelle di un collegamento a stella. Tuttavia con un collegamento a triangolo ciascun
condensatore ¢ sottoposto alla tensione di linea V, mentre con un collegamento a stella ciascun con-
densatore ¢ sottoposto alla tensione di fase E = V/ NED

I morsetti dei condensatori sono fra loro collegati a due a due mediante resistenze di valore mol-
to elevato, le quali, quando 1 condensatori sono in esercizio, dissipano una potenza molto piccola, in
relazione al loro valore elevato, ma consentono ai condensatori di scaricasi non appena venga inter-
rotto il collegamento con la linea.

TRASMISSIONE E DISTRIBUZIONE DELL’ENERGIA ELETTRICA

In generale il trasferimento di energia elettrica tra due punti, nei sistemi elettrici di potenza
(escludendo quindi il campo delle telecomunicazioni), pud avvenire nei seguenti tre modi:
° corrente continua;
. corrente alternata monofase a frequenza industriale (50 Hz per I’Europa, 60 Hz per gli USA);
o corrente alternata trifase a frequenza industriale.

I1 confronto tra i pesi di materiale conduttore ¢ uno dei criteri che determina la convenienza eco-
nomica della linea. Infatti, il peso del conduttore incide sia sul costo proprio dei conduttori che su
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quello dei sostegni, della posa in opera della linea, etc. Il confronto tra i tre sistemi di trasmissione
deve essere effettuato rispettando le seguenti ipotesi:

1)

2)

3)

parita della potenza trasmessa P [W];

parita della tensione di trasmissione V [V];

parita della lunghezza della linea L [m];

parita della potenza dissipata sulla linea Ap [W];

parita di conduttore (quindi stesso peso specifico y e stessa resistivita p).

corrente continua: Indicando con R; la resistenza di linea relativa ad un conduttore e con I la
corrente di linea, la potenza persa nei due conduttori ¢ data da: Ap =2 R; I?
2 2
2pLI2’ ~ go ZpLP2
SV ApV
Essendo S e 2LS rispettivamente la sezione ed il volume dei conduttori di linea, il peso totale
dei conduttori di linea ¢ dato da:

Sostituendo le espressioni Ry =pL/S e [ =P/V si ottiene: Ap =

41(pL2 p? B

G, =2LSy =
CcC Asz

4k G1)

dove si ¢ definito il fattore costante k =ypL2P?/(V?Ap).

corrente alternata monofase: rispetto al caso precedente cambia solo I’espressione della
corrente che ¢ [=P/(V cos@) e pertanto, nella formula del peso comparira a denominatore il
termine cos’@, ottenendo:

4ypL’P? 4k
G, =2LSy = =
o ! ApV? cos’(9)  cos’(o) (32)
corrente alternata trifase: essendo tre i conduttori si ha Ap = 3 Ri I, dove R, :%e
2 2
1=— P . Sostituendo si ottiene: AP=L _ g__ PLPT
\/§Vcos((p) SV? cos’ (o) ApV? cos® (o)

Il peso dei tre conduttori di linea ¢ dato da:

3ypL’P? 3k
G, =3LSy = =
o v ApV? cos’(9)  cos’(o) (33)

Confrontando le espressioni (31), (32) e (33) e tenendo presente che cos?p <1, si possono trarre le
seguenti conclusioni:

1 pesi in corrente alternata monofase e trifase dipendono dal fattore di potenza, tendendo
all’infinito per cos ¢ tendente a zero e assumendo i valori minimi per cos ¢ =1, valori che sono
rispettivamente: (Geam) min = 4K, (Geat) min = 3K;

per qualsiasi valore di cos ¢, essendo Geat < Geam, 1l peso della linea in corrente alternata trifase ¢
sempre minore di quello in corrente alternata monofase;

per qualsiasi valore di cos ¢, essendo Gee < Geam, 1l peso dei conduttori in corrente continua €
sempre inferiore a quello in corrente alternata monofase, salvo che per cos ¢ =1, caso in cui i due
pesi sono uguali;

risolvendo la disequazione Gee < Geat Si ottiene cos? (¢) < 3/4 e quindi, considerando solo il valo-

re positivo, cos(p) </3/2 =0.866. Quanto sopra porta alla conclusione che, per valori di cos (@)
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In definitiva, per fattori di potenza maggiori di

0.866, il sistema di trasmissione piu convenien-

te, per quanto concerne il peso dei conduttori, ¢

quello in corrente alternata trifase, mentre per

cos (¢) < 0.866 diventa piu conveniente quello 4k 4k
in corrente continua. Risulta anche evidente, nei \
casi di impiego della corrente alternata, la con- 3k cat

venienza di un elevato valore del cos @, essendo
il peso dei conduttori proporzionale al suo qua-

<0.866, il peso in corrente alternata trifase ¢ maggiore di quello in corrente continua e viceversa;
per di cos (¢) =0.866 1 due pesi sono uguali.

cam

CC

3k

\j

drato. Le considerazioni fatte possono essere 0.5 cos ¢ 1
sintetizzate nel grafico di figura 16. Figura I6.

Oltre al criterio precedente occorre considerare anche altri elementi di valutazione.

La generazione di energia elettrica avviene quasi totalmente sotto forma di corrente alternata
trifase, in quanto 1 relativi generatori (alternatori trifase) sono costruttivamente piu semplici e ro-
busti dei generatori in corrente continua; anche 1’utilizzazione avviene prevalentemente in cor-
rente alternata. Volendo effettuare la trasmissione in corrente continua occorre una stazione di
conversione a monte ed una a valle della linea. Attualmente la conversione avviene mediante
raddrizzatori statici.

La trasmissione in corrente continua presenta il vantaggio, rispetto alle linee trifase, di un minore
costo degli isolatori e dei sostegni, sia per il fatto di impiegare due conduttori (o anche uno se il
ritorno ¢ effettuato a terra) anziché tre, sia perché, a parita di valore efficace della tensione V, la
linea a corrente alternata va costruita con un livello di isolamento proporzionato al valore mas-
simo Vi =+/2 V, mentre quella a corrente continua deve essere isolata solo per la tensione V;
questi vantaggi risultano particolarmente importanti per le linee lunghe ad altissima tensione;

In corrente continua ¢’¢ una minore caduta di tensione di linea perché manca la caduta di tensio-
ne dovuta alla reattanza induttiva. Altro vantaggio, particolarmente sensibile nelle linee in cavo,
¢ ’assenza di effetti capacitivi.

Attualmente la trasmissione di energia elettrica a tensione 220kV - 380kV si effettua con linee aeree
trifasi; la corrente continua ¢ stata adottata, per esempio, per 1’attraversamento di tratti di mare con
cavo sottomarino (Toscana - Corsica - Sardegna a 200kV, Inghilterra - Francia, fiordi norvegesi,
etc.).
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TRASFORMATORI

1. PRINCIPIO DI FUNZIONAMENTO

Il trasformatore € costituito da un anello (nucleo) di materiale ferromagrigtimamente lamine
sottili di acciaio al silicio) su cui sono avvolti due avvolgimenti: il “primario”, costitdiaon spire

ed il “secondario” costituito dasrspire. Si tratta quindi di un doppio bipolo. Se il primario é
alimentato da un generatore di tension€‘tensione primaria”), in modo tale che il primario sia
percorso da una correntg(‘icorrente primaria”), e si lascia aperto il secondario, cosicché la corren-
te i, (“corrente secondaria”) sia nulla, nell’anello si stabilira un campo di indezitagnetica (a cui
corrisponde il flusso “principaled indicato in figura 1.1.4}. Si noti che le linee del campo di
induzione si concatenano anche con I'avvolgimento secondario, cosiccheaise nel tempo, dal-

la legge di Faraday (o dell'induzione elettromagnetica), sara inddgeangnali del secondario una
tensione y (“tensione secondaria”). Se il secondario € connesso ad un carico (ad esempio un resi-
store), circolera pertanto corrente su di esso. Mediante il trasformatore € ppsaitiile trasferire
potenza elettrica dall'avvolgimento primario a quello secondario, senzadarsorad alcun colle-
gamento elettrico tra i due avvolgimenti; il trasferimento di potenza avviene initeeeeso il
campo magnetico che é presente principalmente nel nucleo del trasformatore e che @ din grad
scambiare energia con entrambi i circuiti.

i1 > i .
2 11 ]
+ o> V <o + —> —>
q_i] c____> + +
Vi P Ny Ny L V2
<“> q— Vi V2
—— *_ L.

Figura 1.1.a - Schema di principio di un

Fioura 1.1.b — Simbolo del trasformatore.
trasformatore monofase. & f

Il nucleo magnetico del trasformatore consiste normalmente in un pdecoietini di acciaio al
silicio, che presenta due forme costruttive comuni mostrate nelle figure 1.2.ae 1.2.b.

gioghi
$
I
|
colonne
Figura 1.2.a. Figura 1.2.b
Trasformatore con nucleo a colonne Trasformatore con nucleo a mantello

® Si dice flusso principale il flusso del campo di induzione magnattcaverso una sezione normale alla linea d’asse
del nucleo di materiale ferromagnetico.
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Nel tipo con nucleo a colonne ciascun avvolgimento é costituito da due bobine in serie, ciascuna
avvolta su di una colonna del trasformatore. Nel tipo con nucleo a mantello, entraavviotgi-
menti sono avvolti sulla colonna centrale del nucleo. La configurazzomantello minimizza il
flusso disperso, quella a colonne minimizza la quantita di lamierini utilizzati v@igimenti pri-
mario e secondario possono essere:

— concentrici (figura 1.3.a): le colonne sono rivestite di materiale isolante; sul matesoddate
viene quindi posto'dvvolgimento a bassa tensione, che viene a sua volta rivestito di materiale
isolante. Sul secondo strato di materiale isolante viene posto l'avvolgimento ad alta tensione. In
un trasformatore monofase, ognuna delle due colonne porta meta delle spire. In un trasformatore
trifase, ogni colonna porta una fase a bassa tensione e la fase ad alta tensione corrispondente.

— a bobine alternate (figura 1.3.b): sono ottenuti alternando gli avvolgimenti a bassa e ad alta ten-
sione, che vengono separate mediante corone di materiale isolante.

Gli avvolgimenti a bobine alternate presentano un miglior accoppiamento magnetico; gli avvol-
gimenti concentrici consentono un miglior isolamento.

BT
tubi isolanti = E/_
[~ = = AT
= = =
[} = =
] —_— —
™ [—) [—)
[
Figura 1.3.a. - Avvolgimenti concentrici Figura 1.3.b. - Avvolgimenti a bobine alternate
avvolgimento avvolgimento
alta tensione bassa tensione

La laminazione del nucleo magnetico si
rende necessaria al fine di ridurre le perdite
per correnti parassite. I gioghi sono normal-
mente a sezione rettangolare, mentre per le
colonne si preferisce una sezione a "gradini”
in modo da ridurre la lunghezza degli avvol-
gimenti (figura 1.4).

Figura 1.4 - sezione di una colonna del nucleo
magnetico

2. IL TRASFORMATORE IDEALE

Se si suppone che

1) non vi siano perdite negli avvolgimenti (dette “perdite nel rame”),

2) non si siano perdite nel nucleo ferromagnetico (dette “perdite nel ferro”),

3) tutte le linee del campo di induzione magnetica si concatenino ad entrambi gli avvolgimenti (e-
quivalente ad assumere che non vi siano flussi dispersi) e che il materiale ferromagnetico abbia
“permeabilita magnetica infinita”,

¢ possibile dedurre il modello del “trasformatore ideale” come segue. Dalla legge di Faraday pos-

siamo determinare le tensioni ai capi degli avvolgimenti primario e secondario come derivate tem-

porali dei flussi concatenati agli avvolgimenti stessi (vi = d@1/dt, v = d@/dt). Inoltre, grazie

all’ipotesi 3) i flussi concatenati sono ottenibili semplicemente moltiplicando i numeri di spire per il

flusso principale (@1 = n1 ¢, @2 = n2 ¢). Si ottengono quindi le relazioni vi = n3 d¢/dt, vo = ny
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d¢/dt, da cui, effettuando il rapporto membro a membro, otteniamo la relazioreeténasioni a
primario e secondario:
Vi_ My
v 1)
2 2
Una equazione di accoppiamento magnetico tra primario e secondario si ogdiaatenla legge
della circuitazione magnetica (o di Ampére-Maxwell) applicata alla linea d’as&ndbét di mate-
riale ferromagnetico. Grazie all'ipotesi 3) il campo magnetico nel materialscitadile. Pertanto;
con riferimento ai versi positivi indicati nella figura 1 si ottiene che la sommaatehenti conca-
tenate alla linea & nuffy
Nig+nNein=0
Si ottiene quindi la relazione tra le correnti a primario e secondario:
i, __n
P @
2 1
Se si definisce il rapporto di trasformazione K;#m, il trasformatore ideale, il cui simbolo e indi-
cato nella figura 2, risulta definito dalle seguenti caratteristiche:

DVl:K +

I - Pt

gi:_ﬁ B K v, K i,
. — S

Figura 2 - Trasformatore ideale e circuito equivalente.

Si noti che in figura 2 una coppia di terminali € segnata con un punto, indicando quindi i versi di ri-
ferimento positivi delle tensioni e delle correnti per cui le equazionitutdge (3) sono corrette. In
figura 2 € mostrato inoltre uno dei possibili circuiti equivalenti del trasformateadeidSi noti an-

che che, poiché il trasformatore ideale € un componente ideale definito ddkeréBzioni tra ten-

sioni e correnti a primario e secondario sono valide per tutte le forme d’onda eekr figtjuenze
(inclusa la continua).

Il trasformatore ideale gode delle due seguenti proprieta fondamentali:
1. Il trasformatore ideale non dissipa né accumula enddgiée (3) risulta evidente che la potenza

assorbita dal trasformatore ideale e nulla; infatti, con riferimento ai vergerimento positivi
delle tensioni e delle correnti definiti in figura 2, si ha

©) Se la permeabilita del materiale ferromagnetico costituente il nfasse finita e costante, si otterrebbe
la Legge di Hopkinson:

Nj;+n,, =k
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pf)=v£).t)+v.t).0)= (sz(t))[B'izT(t)[H"V A) )= vt ), t)+ v, ()i, (t)=0

Quindi la somma delle potenze assorbite a primario e secondario € covaphesge nulla, ov-
vero la potenza assorbita a primario dal trasformatore ideateVpi,) risulta in ogni istante u-
guale a quella erogata al secondario=p- v i,). In particolare, con riferimento al regime sinu-
soidale di frequenzAdalle (3) risulta ¥ = KV, I, = = Kl; e quindi la potenza complessa assor-
bita a primario dal trasformatore ideale ]V;(I1)* risulta uguale a quella erogata al secondario
N2 = = Vo(Io)*. Il trasformatore ideale cioé non assorbe né potenza attiva né potenza raattiva; r
sultano perd mutati i parametri (tensione e corrente) con cui la energia elétineassorbita a
primario ed erogata a secondario: la tensione viene ridotta (od aumentata) donenpatt al
rapporto di trasformazione del trasformatore K mentre la corrente vierentaien(o diminuita)
dello stesso fattore.

. Quando a secondario di un trasformatore ideale € collegato un resistore di ee8sieprma-

rio si comporta come un resistore di resistenza equivaléfeTile equivalenza & illustrata nel-
la figura 3 e prende il nome di “riduzione da secondario a primario”. La dirnmsteae imme-
diata:

v1(t) =K v () = K [ Riat)] = - KR [- Kig(t)] = K* Riy(t)

Analogamente, con riferimento al regime sinusoidale di frequéda#le (3) risulta anche che
guando a secondario di un trasformatore ideale & collegato una impegdénmin¥ario si com-
porta come una impedenza di valor&ZK

Vi) =K Vo () =K [-Z )] = - KZ [- K L1(t)] = K* Z 14(t)

K:1
o o o PR + i
Vi vy - Vi
)
R Re=K“R
12 + + 11
V, B Vi
z Ze=K%z

\ 4

Figura 3 - Riduzione da secondario a primario.

3. INDUTTORI ACCOPPIATI LINEARI
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Se si suppone che

1) non vi siano perdite negli avvolgimenti (dette “perdite nel rame”),

2) non si siano perdite nel nucleo ferromagnetico (dette “perdite nel ferro”),

3) il materiale ferromagnetico abbia permeabilita magnetica costante (materiak) Jinear

e possibile dedurre il modello degli “induttori accoppiati lineari” come segnalo§amente a
guanto visto per il trasformatore ideale, dalla legge di Faraday possiamwoidaterle tensioni ai
capi degli avvolgimenti primario e secondario come derivate temporali dei flugsateoati agli
avvolgimenti stessi (v= dg.i/dt, v» = d@:2/dt). Inoltre, grazie alla linearita del materiale, i flussi
concatenati sono ottenibili semplicemente come combinazioni lineari delle corpemtiagio e se-
condario (sorgenti del campo magnetico):

Opq =L i, +Mi,

[P =Mi  +Li,
dove Ly ed Ly, (misurati in H [Henry]) sono, rispettivamenieoefficienti di auto induzione del
primario e del secondario ed M (misurata in H) éodfficiente di mutua induzione tra i due av-
volgimenti. Si intende sottolineare che i coefficienti di auto e mutua induzione dipendtuns-es
vamentedalla geometria e dalle caratteristiche magnetiche del materiale del nucleo.

Il doppio bipolo lineare “induttori accoppiati” (illustrato in figura 4) risultangli descritto dalle
seguenti relazioni tensione-corrente:

+ il b d i2 +
; ; L
Iy di,
—24+M—=
dt  dt Vi ;g M é V2
L L1
dt ‘ | L2

[ d
all Ly
0 . : (4)
di di
=M 14 Z2
%2 2 dt
Figura 4 - Induttori accoppiati.

Si noti che in figura 4 una coppia di terminali € segnata con un punto, indicando quindi i versi di ri-
ferimento positivi delle tensioni e delle correnti per cui le equazioni costitdt)v@(o corrette. Si

noti inoltre che, poiché gli induttori accoppiati sono un componente ideale defingd4alle rela-

zioni tra tensioni e correnti a primario e secondario sono valide per tutte le forme e’padéutte

le frequenze (inclusa la continua).

Con riferimento al regime sinusoidale di frequefilea(4) possono essere scritte in termini di nume-
ri complessi rappresentativi delle tensioni e delle correnti , come segue:

V= | +jaMl,
, T ML+l ,l,

Il doppio bipolo “induttori accoppiati” gode delle due seguenti proprieta fondamentali:

1. 1l doppio bipolo “induttori accoppiati” &€ un componente con memoria in grado di immagazzina
energia magnetic@alle (4) risulta infatti che la potenza assorbita dagli induttori accoppiati, con
riferimento ai versi di riferimento positivi delle tensioni e delle correrftndiein figura 4, &€ data
da:
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p)=v.).0)+v.).(1)=
o di . di i . di
:Lllld_tl+Mlld_t2+M|2d_tl+L | dt2

O o O s e O ol
_dt%Llllg-'-dt(Ml1|2)+dt%|_2|2§
dm ., .1 .0 d
_dt%LilJrM'l'erzLZ'Z[B:th

Tale relazione mostra come tutta la potenza elettrica assorbita daglofhdotioppiati vada ad
incrementare il terminds ZEL [Z+Mi 1|2+§L2|§ che assume quindi il significato di energia

elettromagnetica accumulata negli induttori accoppiati (si noti che il primo ed il terameer
coincidono con le energie magnetiche accumulate dagli indutted L, se fossero non accop-
piati; il termine Mii,, che prende invece il nome di energia mutua, € quello che rende possibile
trasferire potenza elettrica dall'avvolgimento primario a quello secindanza fare ricorso ad
alcun collegamento elettrico tra i due avvolgimenti); tale energia, una volta irmnivega, puo
essere interamente restituita ai componenti del circuito cui sono collegati gli indatioppiati
durante un transitorio successivo. La potenza elettrica assorbita dagli indattmppiati puo
guindi assumere valori sia positivi che negativi.

Esiste una relazione notevole che lega i coefficienti di auto e mutua indulk/lcbﬂeg/m.

Questa relazione e una conseguenza diretta del fatto che I'energia magnetica ¢ssithae
Infatti, con semplici passaggi si ottiene (ricordando che 'autoinduttanza eespawitiva):

O<E,, —L11+M|1|2+2L2I 1 k|22+M|1)2+|1(‘ Lba- )]

Quindi, dato che il primo termine della somma si pud annullare per una opportuna scelta dei va
lori delle correnti, il secondo termine deve essere sempre positivo o nullo.
La muta induttanza M é spesso espressa in funzione del coefficiente di accoppiamhefi-
nito da:
M

JLiL,

La relazione appena provata mostra quindi che Jk|ovvero e impossibile ottenere un coeffi-
ciente di accoppiamento maggiore di uno. Quando k = 0, si ha M = 0, cioé non esiste accoppia

mento magnetico fra gli induttori. Quando k = 1, si ha |M|L5L, , cioé I'accoppiamento ma-
gnetico fra gli induttori & perfetto.

k =

. Il doppio bipolo “induttori accoppiati” € equivalente ad un doppio bipolo costituito da un tra-

sformatore ideale e da tre induttori (dlS&CCODDIa_I_,_Lh_.l ed Lqo. Per dimostrare tale equivalenza,
illustrata in figura 6, e sufficiente verificare che relazioni tensione-derisono le stesse. Si ha
infatti:

= Applicando la LKT a primarioy, = Ldl (1 il)
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d . di
% oa( 17! D:K@Z_Ldzd_tzg
» Dalle caratteristiche (3) del Trasformatore idedie:

Sostituendo l'ultima relazione nelle precedenti si ottiene quin@/:lz L,+L di, +ﬁ%

“at K dt
Tali relazioni coincidono con le caratteristiche (4) degli indut@; _Lydi +BL—°+ L Edli2
ri accoppiati se L= Lo + L1, L2 = Lgo + Lo/K? ed M = Ly/K. B2 K dt k2 *Ad

L'interpretazione fisica di tale equivalenza, é la seguenteed. Ly, SONO leinduttanze di disper-
sione, cioé le induttanze viste a primario ed a secondario dovute ai flussi di dispesvvero alle
linee di campo magnetico che non si concatenano ad entrambe le bobine. Infatt;, dersk ha
M? - Lilo, e quindi Ly, Laz — O. Lo & dettainduttanza magnetizzante: essa tiene conto del flusso
principale, comune ad entrambi gli avvolgimenti.

i + il [ ] ° i2 +
>
Vo
Vl M % V2
= Ll L2
® —

Figura 6

Si supponga di voler costruire un trasformatore di alta qualita. §liescem anello di materiale ma-
gnetico con una elevatissima permeabilita magnetid@aer esempio, ferrite, permalloy, super-
permalloy, ecc.), quindi si avvolgono strettamente sull'anello le due bobine, formando dogr un
pio bipolo del tipo di figura 1. Si supponga di essere capaci di trovare materiaieapditap
crescente; allora, al crescereudsi otterrebbero due effetti: i flussi dispersi diventerebbero sempre
piu piccoli (per cui k; ed Ly si ridurrebbero) e il flusso comune crescerebbe (per cauimente-
rebbe). Pertanto, nel caso limite in pui- o, si avrebbe l, Ly - 0 ed Ly - . Con riferimento

alla figura 6 e possibile vedere che si otterrebbe dunque il trasformatore ideale.

4. IL TRASFORMATORE REALE

Le perdite nel trasformatore reale possono classificarsi come segue:

— Le perdite per resistenza nei conduttori degli avvolgimenti, getiéte nel rame (P, SONO
perdite ohmiche e pertanto risultano dipendere dal quadrato della corrente che scameutei
tori stessi. | conduttori devono essere di bassa resistenza elettnchuperle perdite ohmiche e
le cadute di tensione presentate dagli avvolgimenti. Il materiale diwgrga piu usato per i con-
duttori € il rame elettrolitico ricotto per le sue buone qualita meccaniche ed elettriche.
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— Le perdite nel ferro (Pi) per isteresi e per correnti parassite nel nucleo ferromagnetico. Infatti,
poiché il nucleo é percorso da un flusso variabile ed il materiale ferromagnéifecagmente
conduttore, anche nel nucleo si generano forze elettromotrici indotte, che danno luogo a dell
correnti, dette parassite (o di Focault). Per ridurre le correnti parassitdrsisme il nucleo con
lamierini, infatti il lamierino spezza il percorso delle correnti parassite e le rideqeerdite per
isteresi sono causate da fenomeni di “attrito” nella struttura cristallina detiat@ ferromagne-
tico sottoposto ad un campo di induzione variabile. Per loro natura le perdite ndigerrdono
quindi dal campo di induzione e dalla sua variazione temporale all'interno del nucleoiozagnet
e quindi fondamentalmente dalla tensione a primario o a secondario.

Si consideri il circuito elettrico rappresentato nella figura 7. Esso costituliscicuito
equivalente del trasformatore (alle basse frequenze), infatti, per passarecuitd eiquivalente
degli induttori accoppiati al circuito di figura 7 si é:

1. considerata un&duttanza di dispersione a primario (Lg1) € a secondario (Lgz) dovuta ai
flussi di dispersione a primario e a secondario, ovvero alle linee di campo itaghet si
concatenano al primo avvolgimento ma non al secondo, e viceversa;

2. aggiunta la resistenza degli avvolgimenti di primarig) @di secondario (B, per tener
conto delleperdite nel rame (Poy = Ry i+ Ry izz);

3. aggiunta una resistenzaplf parallelo all'induttanza magnetizzante, per tener conto delle
perdite nel ferro (Pe = Ry iaz);

Ry La1 K1 Ro La2
- AN
+ i]_ Of\ i [ ] [ i2 +

112

Vi Ro Lo Vo
i, f i

Figura 7. - Circuito equivalente del trasformatore reale.

Il circuito equivalente del trasformatore reale si riduce al solo trastore ideale quando ven-
gano trascurati tutti i fenomeni di “perdita” presenti nel trasformeadteale”. Tali fenomeni sono
dovuti alla resistenza degli avvolgimentii(RR), ai flussi dispersi (4, Lqo), alle perdite nel ferro
(Ro) ed alla induttanza magnetizzante, grande ma non infinita, del nucleo del trasfer(hgt Il
trasformatore “reale” & in grado di modificare i parametri della energia eettnie lo attraversa,
ma, a differenza del trasformatore ideale, assorbe sia potenza attiva clza peadtiva. La potenza
attiva viene dissipata (trasformata in calore) in parte negli avvolgimenti (péoefbule) ed in par-
te nel nucleo ferromagnetico (per effetto Joule e per isteresi). La potenza r@sdbrbita serve per
sostenere i flussi dispersi ed il flusso principale. La presenza di flsg&rsi introduce uno sfasa-
mento tra la tensione primaria e la tensione secondaria, mentre l'induttagreetizzante finita
comporta I'assorbimento a primario, anche nel funzionamento a vuoto (cioe col secopeldo) a
di una corrente magnetizzantg).(l
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Con riferimento al regime sinusoidale di frequefitaircuito elettrico rappresentato nella figura
7 puo essere descritto in termini di numeri complessi rappresentativi delentendelle correnti,
come illustrato nella figura 8a. Rispetto al circuito di figura 7, si sono introdottat@amze di di-
spersione degli avvolgimenti {X= w Lq1, Xd42 = W Lg) € la reattanza magnetizzante del nucleo del
trasformatore (X=wLg). In figura 8b si € illustrato lo stesso circuito di figura 8a in cui si sono e-
videnziate I'impedenza primaria;Z= R; + X413, I'impedenza secondaria;Z= R, + X4 €
'impedenza 4 = (Ro)//(jX o) ottenuta dal parallelo delle impedenzegeRXo.

R1 Xa1 K1 R2 X2
+ 1 Oq ¢ I +

l12

|
|

+ 1y l12

Li-112

Figura 8.b - Circuito equivalente del trasformatore reale in regime sinusoidale.

Se é possibile considerare in prima approssimazione lineare il materialadgnetico di cui €
costituito il nucleo del trasformatore, la riluttare& una caratteristica del circuito magnetico indi-
pendente dal valore del flusso presente nel circuito e quindi & costante nel tempestb caso,
supponendo che tutte le variabili, (i, v1, V2) siano funzioni sinusoidali isofrequenziali e indicando
sottolineati i fasori relativi alle grandezze indicate e con j I'unitd immaginaria, si &ttiene

©) Sjnoti che le prime tre delle (4.1) sono LKT applicate al circuito di Figura &ikinha delle (4.1) & interpretabile
come LKC. Infatti Ly = N,%/R ed joLol, = jwN;®, quindi | = R ®/N;. sostituendo si ottiene quindj % I, — I, = (N«/
NI Si ha dunque
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Vi=juN @ +jal oI, + R,
V,o=juN @ —jol I, -R,1,
0= jwN®-Rl,

R®=N 1(11_1a)_ N,I,
Le equazioni (4.1) costituiscono dquazioni interne del trasformatore mediante le quali & possibi-
le descriverne il comportamento nella ipotesi di poter trascurare gli effetti ddautioa linearita
del circuito magnetico. Quando cid non sia possibile, le grandezze in giosoifiecorrenti e flus-
s0) sono esprimibili mediante la loro serie di Fourier, caratterizleatan’armonica fondamentale,
relativa alla frequenza di alimentazione, e da armoniche superioriyeedatrequenze multiple in-
tere della fondamentale.

Le (4.1) costituiscono un sistema di quattro equazioni complesse nelle sei incogmilesse
Vi1, Vo, 11, Iy, 15, ®@. Affinché il problema risulti chiuso e sia quindi possibile calcolare il eadtmile
incognite & necessario scrivere altre due equazioni complesse che descrivanpiiecaaio elet-
trico del trasformatore col mondo esterno attraverso i morsetti del prim@gicsecondario. Nel ca-
so in cui il primario sia alimentato da una rete a tensione assegnata ed il Secaddniuso su di
una impedenza di carico (¥ tali equazioni di connessione con I’esterno hanno la seguente for-
ma:

(4.2)

4.2)

E possibile spostare a sinistra del tra- Z1 Zio
sformatore ideale (verso il primario)
impedenza secondaria, Znoltiplican- +
dola per il quadrato del rapporto di tra-

sformazione K; si ottiene quindi il cir-

cuito equivalente del trasformatore ri- Zo

dotto a primario illustrato nella figura 9,V1 Viz
in cui Z, = K2 Z, (si ricordi che in tale

schema anche limpedenza di carico

collegata al secondario va moltiplicata -l

per il quadrato del rapporto di trasfor-e .
mazione K). Analogamente e possibile

considerare il circuito equivalente del Figura 9. - circuito equivalente del trasformatore
trasformatore ridotto a secondario. ridotto a primario.

| trasformatori sono costruiti in modo da Zy

ridurre il piu possibile gli effetti di per-
dita; risulta quindi comprensibile come,
normalmente, la caduta di tensioni ai
capi della impedenza;Zisulti piccola
(meno di qualche per mille) rispetto a
qguella ai capi della impedenza.Di
conseguenza € possibile approssimare
notevolmente la rete equivalente del tra-
sformatore, senza introdurre un errore
rilevante, applicando la tensione di ali-
mentazione direttamente ai capi della

reattanza magnetizzante come mostratbigura 10. - circuito equivalente semplificato del tra-
nella figura 10. sformatore ridotto a primario.
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In questo caso la correnigdssorbita da Znon dipende dal carico del trasformatore, ma unica-
mente dalla tensione di alimentazione primaria e coincide con la corrente tasagskimario dal
trasformatore nel funzionamento a vuoto, quando cioé¢ il secondario € aper®. (Nell’ambito di
tale approssimazione non € piu necessario distinguere I'impedenza primdaiguella secondaria
Z,. Trasportando una delle due impedenze, primaria o secondaria, dalla parte oppesttodea-
tore ideale, avendo cura di effettuare la trasformazione corrispondente del suppeaimette di
considerare un’unica impedenza totale che puo essere riferita a primariBZ+ jX1t = Zy + Z12.
Analogamente € possibile considerare il circuito equivalente semplificatoadérinatore con
un’unica impedenza totale riferita a secondarig) (Zparametri che compaiono nel circuito equiva-
lente semplificato (R Xo, Ryt ed Xi;) possono essere determinati sperimentalmente mediante una
prova a vuoto ed una prova in corto circuito.

5. PROVA A VUOTO

La prova a vuoto viene eseguita alimentando il primario con la sua tensione nanmnalee-
nendo il secondario in circuito aperto. Facendo riferimento alla rete equevatanplificata di figu-
ra 10 risulta nulla la correntg,l di conseguenza risulta:

_Vio Vio

R, o XS (5)
PO \/(VlO I 10)2 - I:)02

dove Vjo € la tensione (valore efficace) primarig,d la corrente (valore efficace) primariageRa
potenza attiva assorbita a primario durante la prova; tali grandezze possoaomesste median-
te I'inserzione a primario di un voltmetro, un amperometro ed un wattifoadeodi strumenti per la
misura di tensione, corrente e potenza attiva, rispettivamente).

6. PROVA IN CORTO CIRCUITO

La prova in cortocircuito viene effettuata ali-

mentando il primario del trasformatore con il se- Zit
condario chiuso su un amperometro. La bassa im- :
pedenza dell’'amperometro permette di considerarg | + |

il secondario chiuso in cortocircuito. La tensione -
primaria deve essere tale che la corrente erogata a

secondario, che viene misurata dall’amperometro,

sia pari alla corrente nominale (valore efficaca), Vi
Tale valore della tensione viene chiamato tensione

di cortocircuito (M) e risulta essere pari ad un

frazione (< 10 %) della tensione nominale prima- , PO
ria. Per i valori tipici dei parametri del trasforma-

tore risulta >> e quindi, nel funziona- . L ) )
) [ZolJ _ I_ZHD\ q o _ Figura 11. - Circuito equivalente semplificato
mento in cortocircuito, € possibile considerare |

ival lif del ; [ trasformatore, valido nel funzionamento
rete equivalente semplificata del trasformatore che in cortocircuito (rete di Kapp)

viene mostrata nella figura 11 e che prende il no-
me di rete di Kapp.

Con riferimento a tale semplificazione risulta quindi:
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P

2
Il

\/(Vlc | 1c)2 - Pf (6)

2
Ilc

C -
th ’ xlt -
C
dove Vi € la tensione (valore efficace) primarig,d la corrente (valore efficace) primaria g&Pa
potenza attiva assorbita a primario durante la prova; tali grandezze possoaomesste median-

te I'inserzione a primario di un voltmetro, un amperometro ed un wattmetro.
7. RENDIMENTO CONVENZIONALE DEL TRASFORMATORE

Il trasformatore assorbe potenza elettrica dal primario ed eroga potenzdeaetttsecondario;
tale trasformazione avviene in presenza di perdite negli avvolgimenti, péo diate, e nel nucleo
magnetico, a causa delle correnti parassite e la conseguente dissipazeffettpeioule e della i-
steresi magnetica. Il rendimento del trasformatqjeviene quindi definito come il rapporto tra la
potenza attiva erogata a secondarig) éPla potenza attiva assorbita a primarig);(fidicando con
P4 la potenza dissipata (trasformata in calore) all'interno del trasformatolte:risu

—_ I:)2 — I:)2
! Pl Pz + in (7)
La determinazione sperimentale di tale grandezza risulta difficoltosepermragioni. In primo luo-
go, sarebbe necessario che il trasformatore operasse nelle sue condizionli rauindi si rende-
rebbe necessario poter disporre in laboratorio di un carico in grado di assopoitenza nominale
del trasformatore che puo risultare anche di parecchi MW. In secondo luogo, non esssstto pre
parti rotanti nel trasformatore, il rendimento dello stesso € molto elevato (pre ssperiore al
99.5) e piccoli errori nella misura delle potenze assorbite ed erogate possono produoeeuroe
tevole nelle determinazione del rendimento. Per ovviare a tali inconvenienti vien®de ren-
dimento convenzionale del trasformatane.f,). Le norme stabiliscono dettagliatamente le modalita
del calcolo del rendimento convenzionale a seconda del carico che il trasfornegmadiohentare;
facendo riferimento ad un carico resistivo (¢os 1) che assorbe la potenza nominale del trasfor-
matore si ottiene:

An

r1c0nv - An + PCu + PFe (8)

Nella (8) A, € la potenza apparente nominale del trasformatore, che e indicata sui dati di targa del
trasformatore stessogjfsono le perdite nel rame, valutate mediante la prova in cortocircuitg, e P
sono le perdite nel ferro, valutate mediante la prova a vuoto. Nella prova in cortocicone gia
detto, le perdite per effetto Joule negli avvolgimenti, sono largamente predamspeito a quelle

nel ferro e quindi la potenza attiva assorbita durante tale prova rappregmieniea che viene dis-
sipata nel rame, a parita di correnti negli avvolgimenti, quipdP.. In realta & necessario tenere
conto della variazione della resistenza degli avvolgimenti al variare dell@naioma degli stessi e
quindi le norme fissano le modalita del calcolo ¢li & partire dalla misura di.ANella prova a vuo-

to risultano invece trascurabili le perdite negli avvolgimenti, visto che dngkzzio non € percorso
da corrente ed il primario & percorso solo dalla corrente a vuoto che come détauria frazione
abbastanza piccola della corrente nominale, per cui la potenza attiva assodnite lduprova, ese-
guita alla tensione nominale, rappresenta la potenza dissipata nel ferro dufamt@namento
nominale (Re= Py)
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8. TRASFORMATORI TRIFASE

Per trasferire energia elettrica A B C
tra due reti trifase a differenti ten-
sioni, si puo ricorrere a tre tra-
sformatori monofase opportuna- d b C
mente collegati tra loro. Nella fi-
gura 8.1 e mostrata una possibile
disposizione dei tre trasformatori
monofase. In questo caso, gli av-
volgimenti primari sono collegati
a stella, cosi come quelli seconda- 1 i i
ri. | tre circuiti di figura 8.1 sono
equivalenti ad un unico trasforma-

tore ottenuto fondendo in un unica — — —
colonna le tre colonne prive di av- (O} @, (O
volgimenti dei trasformatori mo-

nofase (figura 8.2). Figura 8.1. - Banco di tre trasformatori monofase.

La colonna centrale del circuito magnetico raffigurato in figura 8.2 & perdarsa flusso di
campo magnetico

P'= q31+CD2+CD3

dove @, d, e d3 sono i flussi relativi a ciascun trasformatore. Se poi tali flussi costitlosgoa
terna simmetrica ed equilibrata, la loro somma € nulla, e la colonna egnitalvenire soppressa
(figura 8.3).

C
A A
~I_r ~I_r ;
S —> *~3 \ (o
a a
-\\_‘l -\\_I ;:
3 *~S
— 4~
~I\. b B b
| |
Figura 8.2. - Trasformatore trifase equivalente  Figura 8.3. - Trasformatore trifase con nucleo
al banco di tre trasformatori monofase. simmetrico.

La configurazione illustrata nella figura 8.3 presenta delle difficoltawdtistr ed un ingombro
tale che si preferisce adottare un nucleo complanare (figura 8.4). Utilizzésndesposizione si in-
troduce nella terna dei flussi magnetici una dissimmetria che peraltro risulta ditnasowabile.
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a 7 b c
° ] o— o—

Figura 8.4. - Trasformatore trifase con nucleo complanare.

9. PARALLELO DI TRASFORMATORI

Quando si verifica la necessita di trasferire grosse ;,  Aa Ap
potenze da un circuito all’altro, pud risultare convey, B, B,
niente ricorrere al parallelo fra due o piu trasformato- ' 1
ri (figura 9.1). Affinché il parallelo tra due trasforma-
tori funzioni correttamente, devono essere verificate
le seguenti condizioni:

1. I trasformatori devono avere le stesse tensioni a b
nominali sia primaria che secondaria (la stessa
tensione nominale primaria e lo stesso rapporto di
trasformazione a vuoto). Se cosi non fosse, si a-
vrebbe infatti, nel funzionamento a vuoto, una circq-

lazione di corrente nella maglia costituita dagli avy? % %
volgimenti secondari dei trasformatori collegati in pa- - ba _ by _
rallelo (maglia a- b, -by, - & - a, della figura 9.1). Figura 9.1. - Parallelo di due trasformatori

2. Nel caso di trasformatori trifase, questi devono avere lo stesso gruppo di appartenenza. Se

i due trasformatori trifase, pur verificando la condizione di cui al punto 1,ereedersi gruppi di
appartenenza, sarebbe comunque presente, nel funzionamento a vuoto, una circolaziomedi corre
nei secondari dei trasformatori, dovuta alla differenza di fase delle f.e.m.eimdottiue avvolgi-
menti secondari in parallelo.

3. I due trasformatori in parallelo devono avere la stessa tensione di corto circuito e lo stesso
fattore di potenza di cortocircuito. Questa condizione é richiesta affinché si abbia un corretto fun-
zionamento del parallelo in presenza di un carico che richiede che:
a. le correnti secondarie siano in fase tra di loro;
b. la potenza erogata si ripartisca tra i due trasformatori in maniera direttamoguezjpna-
le alle rispettive potenze apparenti nominali.

Se le due correnti secondarie non sono in fase tra di loro, a parita di €@regata al carico si
hanno maggiori perdite nel parallelo, a causa del valore piu elevato delle cocentiasee, rispet-
to al caso in cui tali correnti risultano in fase.

Se la potenza non si ripartisce tra i due trasformatori in misura direttameptezmonale alle ri-
spettive potenze nominali, quando il carico é tale da assorbire da uno dei due trasftarsasori
potenza nominale, inevitabilmente il secondo trasformatore o assorbe una potnaa iafquella
nominale, risultando cosi sottosfruttato, oppure assorbe una potenza superiore a quell@,nominal
condizione quest’ultima assolutamente da evitare in quanto porta al guasto dehats®stesso.
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La prima parte della figura 9.2 riporta il circuito equivalente riferito al secmndal parallelo di
due trasformatori monofase (se si deve considerare il parallelo di duentr@sfiortrifase, lo stesso
circuito si riferisce, nel caso di carico equilibrato, ad ogni fase del pajal&ipponendo che i due
trasformatori abbiano lo stesso rapporto di trasformazione a vuoto, come richiesioetto fun-
zionamento a vuoto del parallelo (vedi condizione 1), le due tensiqrerlEs , risultano uguali tra

loro e quindi & possibile semplificare il circuito come mostrato nella secondalpbatstessa figu-
ra.

Zzt,a 12,3

Zoy  lop
" s I T S
> Eco=Ea.=Exp Z

Figura 9.2. - Circuito equivalente riferito al secondario del parallelo di due trasformatori

Dall'analisi di tale circuito risulta evidente che, affinché le due corrented b, siano in fase
tra di loro & necessario e sufficiente che il rapporto tra la reattanza e la restt#a due impe-
denze totali riferite al secondario;£e %y sia lo stesso. Dato che tale rapporto individua univo-
camente il fattore di potenza del trasformatore nelle prova in corto circuito uee cegy affinché le
due correnti siano in fase tra di loro & necessario che i due trasformatoncalobsesso fattore di
potenza di cortocircuito. Risulta inoltre:

|2,a ZZt,b

- 9.1
I2,b ZZt,a ( )

Inoltre, dall’analisi della prova in cortocircuito, indicando con K il rapporto dfdrasazione a
vuoto di entrambi i trasformatori, si ottiene:

DVlc,a =K ZZt,aI 2na ZZt,a — Vlc,a I2n,b 92
Vicb =K Zopl2np Zytp  Vieo lona (-2
Dalle (9.1) e (9.2) infine
I2,a _ Vlc,b I2n,a
(9.3)

I2,b Vlc,a I2n,b
Dalle (9.3) si deduce quindi che affinché le correnti si ripartiscano proporzionalaflerntispettive

correnti nominali € necessario e sufficiente che i due trasformatori abbianstatetesone di cor-
tocircuito.
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CAMPO MAGNETICO ROTANTE

La teoria del campo ma-
gnetico rotante verra utiliz-
zata nel seguito per lo stu-
dio delle macchine asincro-
ne e sincrone. Essa richiede
la preliminare conoscenza
di qualche nozione costrut-
tiva che verra esposta rela- |
tivamente alle macchine a-
sincrone, facendo riferimen-
to alla figura. D

In tale figura si considere
una macchina a quattro “po
li" [i settori AB-BC-CD- I
DA] ma la generalizzazione
ad un numero qualsiasi ¢
poli &€ immediata.

Statoree rotoresono co-
stituiti da un cilindro cavo
ed un cilindro pieno lamina-
ti (parallelamente al piano
del foglio), coassiali e distanziati da un intelvanulare d’aria_[traferfjo Statore e rotore presenta-
no delle “caveé affacciate al traferro, nelle quali hanno sed®mduttori attivi[disposti nelle cave
parallelamente all’asse di rotazione] che oppornarae collegati fra loro [tramite “testateosti-
tuiscono gli avvolgimenti di statore e rotore.

Considerando macchine trifasgascun polo e diviso in tre settori uguali (vedura) riservati a
ciascuna fase. Nell'esempio di figura ogni faseupecquattro cave sotto ogni polo [in figura e indi-
cato solo l'avvolgimento della prima fase, le rimatheono identiche alla prima e si intendono al-
loggiate nei settori ed esse riservati].

La figura in basso mostra lo sviluppo in piano @alliperficie di statore affacciata al traferro. In
essa e riportato lo schema dell’avvolgimento di ias&. Nell’esempio considerato tale avvolgimen-
to risulta composto da due gruppi di matasse, ogieostituito da quattro matasse.

Corona di statore

Corona di rotore

Clelclololololcblcdlololoclebldlolollocleblclololblociecicolololociebiclololalol

?18 4746454443424140393837%36353433323130292827262524232221201918 17161514131211 1098 76 5 43 21

Al o g Log A
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Corona di statore

Traferro

Corona di rotore

Schema di principio della sezione mediana di Collegamenti dei lati attivi dell’avvolgimento
una macchina elettrica a traferro costante sulla testata della macchina

Lo studio del campo magnetico al traferro della chata rappresentato nella figura, richiede la so-
luzione delle equazioni della elettrodinamica qisdgzionaria, in presenza di un mezzo non uni-
forme e non lineare, in una geometria complessie. ftadio viene notevolmente semplificato, me-
diante I'introduzione delle segueiipiotesi di campo:

1. la permeabilita del ferro si suppone infinita;

2. l'andamento delle linee del campo magnetico aktrafsi suppone radiale [superfici affac-
ciate al traferro perfettamente lisce];

3. la distribuzione del campo magnetico si ritienentd= in tutti i piani perpendicolari all'asse
della macchina;

4. traferrod di piccolo spessore e circa costante

Campo magnetico generato da una fase avente una sola cava per polo

Supponiamo per orache la : ;
corrente della fase sia costan- ! St@t@f@
te nel tempo (C.C.)echein | 5 | 5
ogni cava vi siano n condutto-
ri.

Per la prima ipotesi di cam-
po , che poniamo alla base d
calcolo di H al traferro si ha:

B
errro = —fero = 0 (1)

ferro
La seconda ipotesi di campo
consiste nel '5ascurare P 0l f@t@f@
I'“effetto di dentaturde in 4 Hai vraterro
particolare le componenti
tangenzialidel campo magne-
tico al traferro. T , =3T

1°polo | 2°polo | 3°polo | 4°polo

v X
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“Lungo la periferia del traferro H e costante a tratti”

Infatti si considerino due punti qualsiasi A & Aell'intervallo compreso tra la prima e la seconda
cava e applichiamo la legge della circuitazione me#iga alla linea chiusa.
H,[0-H,[0=0 2 = H, =H,. 3)
“Nel passaggio da un polo al polo adiacente H subisce una discontinuita pari a ni/0”

[si chiama polo I’intervallo tra due cave di figura] Infatti applicando la legge della circuitazione ma-
gnetica a un generico percorso chiuso /; che varca il traferro in corrispondenza dei punti A e B, ri-
sulta:

H,[6-Hy[8=ni @) =  H,-Hy=— (5

“A poli alterni il campo H riprende lo stesso valore”

Infatti applicando la legge della circuitazione magnetica lungo la linea chiusa /3 che varca il traferro
in corrispondenza dei punti A e C, si ha:

H, [0-H.[3=0 ©6) = H, =H; (7)

“Il valore assoluto del campo magnetico H é costante al traferro e pari a ni/20”

Ricordando che div B = 0, applichiamo il teorema della divergenza

. . . Statore
a una superficie cilindrica S situata tra statore e rotore e coassiale ad

essi. Trascurando gli “effetti di bordo” alle estremita della macchi- Rotore
na, risulta:
Y s
2[(poH J(11)+ (oH MIT)] =0 ®) }
= H,=-H, 9 =LY

ove | ¢ la lunghezza assiale della macchina. Facendo sistema tra la (5) e la (9), si ha quindi:

ni ni

H, =— 10) = Hy =— (11)

20 20
A tale campo occorre sommare i contributi di tuttii 000000 0000600000000 0000 006
conduttori giacenti sotto i vari poli; in totale si ot-
tiene un diagramma a scalini. Preso un riferimento l
con l’origine nel centro della prima fase: rispetto — I
ad esso il diagramma a scalini ¢ una funzione pe- — '

e . “ N e —  E—

riodica di periodo 2T [T ¢ detto “semipasso polare™] C I [
¢ pud scomporsi in serie di Fourier (cioe una serie I i ! I E
di seni e coseni di frequenza crescente), di cui con- — -

. . . . I —] i —]
sidereremo solo la prima armonica. Vista la scelta = _] | _

dell’origine, si ha dunque: _I'_ _i i_—i
TX R -
H(X) =Hy cos(—) .
T 2° polo 4° polo
X
T 3t
0 2t
1° polo 3° polo
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Le (10), (11) determinano completamente il
campo al traferro_generato da una fase avente
una sola cava per pglib cui andamento é ripor-
tato in figura in funzione dell'ascissa corrente x:
A tale campo sostituiremo, d’ora in poi, la pri-
ma armonica della serie di Fourier la cui a
piezza vale

(+)
e

' -1/2 /2 31/2
H, =20 g
20

Se come e in effetti, la corrente della fase é
alternata tutto quanto si e detto vale in ogni i- H A
stante e pertanto il campo magnetico varia nel
tempq avendo la configurazione di_un’onda
stazionaria cui nodi si realizzano in corrispon-
denza delle cave.

L’ampiezza massima del campo magnetico
si realizza in un “ventre”, al centro del polo,
vale : - -

_2\/§nl X

Hy=—"+— (@13
Mna()

ove | e il valore efficace della corrente della fa-
se.

Riferendo I'onda stazionaria di campo al sistemafdrimento con origine in un ventre, la sua

equazione diventa:
x)= b ookodood ™| g

avendo supposto ch‘ t) = «/_2 ICOS(OO'[). La (14) é I'equazione di un campo alternativogaili

un campo distribuito con legge sinusoidale lungoaerro e che ha ampiezza variabile sinusoidal-
mente nel tempo. La (14) puo anche scriversi rieflaa:

H(x,t):% H, co{mt —%j +% H, co{mt +%) (15)

H(x,t):% H, cosu{t —%) +% Hy cosu{t +§j (16)

avendo posto

0 anche

v=%"" 1y
Tt

La (17) mostra un risultato gia noto dalla Fisitdn’onda stazionaria si pud sempre decomporre in
due onde traslanti, una progressiva (velocita etéirsecondo x) e una regressiva (velocita vtdiret

secondo-x)".[Si pud cioe decomporre il campo alternativodime campi di ampiezza costante, ma
ruotanti a velocita costanti e opposte] Nel casesame tali onde sono indicate come campi rotanti
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(diretto ed inverso). Essi sono campi di ampiezrstante rotanti al traferro con velocita angolare
costante. A parte il differente verso di rotaziondiie campi hanno la stessa velocita angalgrie
modulo:

=L =9 (18)
° R TR
Tenendo conto del fatto cheR2 = 2px, dove R € il raggio al traferro, p il numero dppge polari,
si ha inoltre:

_ W , _ 60f
W, =— (19) oanche nN,=—— (20)
P p

dove r il numero di giri al minuto primo. Se f ¢ la frequenza industriale di rete, pari a 50 Hz, e
supponiamo 2p = 4, si ottiene n'. = 1500. Quindi in una macchina a quattro poli, alimentata alla fre-
quenza di 50 Hz, i campi ruotano a 1500 giri al minuto.

Campo magnetico generato da una fase avente q cave per polo

Quanto si ¢ esposto al paragrafo precedente si generalizza a una fase avente un generico numero
q di cave per polo. In tal caso infatti dovremo sommare q contributi sinusoidali “spostati di una ca-
va” I’uno rispetto all’altro. L’ampiezza del campo risultante € in questo caso:

Hy = &ka n_qI (21)
T o
Nella (21) k, (coefficiente di avvolgimento) ¢ compreso tra zero e uno e tiene conto del fatto che i q
contributi che si sommano sono sfasati I’uno rispetto all’altro di un “angolo elettrico 0” corrispon-
dente al passo T, di cava. Si pu0 dimostrare che:

a
sen qi

k, = —2(] (22) essendo o = TI/T (23)
q Lden 5

Campo al traferro generato dalle tre fasi

Le correnti delle tre fasi costituiscono un sistema equilibrato con pulsazione w e pertanto sono e-
sprimibili con le relazioni:

il(t) =1y cos(oot), iz(t) =Iy cos(oot - 2?71), i3(t) =Iy cos(oot - 4?71) (24)

Tenuto conto che le fasi sono spostate di 21/3 una rispetto all’altra, dalle (14) e (24) si deducono le
espressioni dei campi parziali generati da ognuna di esse:

Hl(x,t):HM cos(oot)cos(zj =H—Mcos E—(;)t +H—Mcos E+(»\)‘[
T 2 T 2 T
Hz(x,t):HM cos(u)t—z—njcos(z—z—nj =H—Mcos E—(;ot +H—Mcos E+00t—4—n
3 T 3 2 T 2 T 3
H3(x,t):HM cos(u)t—ﬂjcos(ﬁ—él—nj =H—Mcos E—(;ot +H—Mcos E+00t—2—n
3 T 3 2 T 2 T 3
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3 TIX
Sommando membro a membro H :E Hy CO{— - oot) + 0
1

In altri termini nella somma dei contributi di camgelle varie fasi, i campi inversi si elidgmuel-
li diretti si sommanoln definitiva le tre fasi generano un unico camg@nte diretto espresso da

H x,9= Hy, COS{% - (Dtj (28) ove Hu = ﬂ ka%ql

Ponendo nella (28) x = 0 (ossia, considerandossereatore nel primo ventre dell'onda stazio-
naria della prima fase), risulta

H 0,9 = H,, codwt) (29)

Dalle (24) e (29) si trae che per l'osservatorentrade” della prima fase (analogamente per le altre
campo e corrente sono in fase. Si conclude cheanilpo rotante transita con la sua ordinata mas-
sima davanti al centro di fase , quando in queli fla corrente € massima.

f.e.m. indotta in una fase da un campo rotante

Si consideri ora un generico campo rotante che 1
transita con velocita v di fronte ad una spirami@r r_—j
di passort uguale a quello del campo stesso. Ne:& ®
spira si induce una f.e.m. sinusoidale il cui valor
efficace E vale: » >V

1
E.=—wbd 30
S \/E ( )

. nv
ovew e la pulsazione della f.e.m. indotta W=-— (31)
T

e ® e il flusso relativo ad un polo di campo rotant@agpresenta, ovviamente, il valore massimo del
flusso concatenato con la spira. Se I'avvolgimeéntmstituito da N conduttori attivi (corrispondenti
a N/2 spire), la f.e.m. sinusoidale indotta in edalocampo rotante é:

w
E=——k,NNo® 32
272 (32)

Ove k € lo stesso coefficiente che compare nella (2B gasente per tenere conto del fatto che le
f.e.m. indotte in spire adiacenti sono uguali indolo, ma sfasate dell’angotoespresso dall@3).
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MACCHINE ASINCRONE

Consideriamo dapprima il caso_di macchine asincrone con rotork avvo
to. In esse statore e rotore hanno un avvolgimento dello stesso tige (dir
gola trifase). !

L’avvolgimento di statore [ad esempio collegato a stella come indicato % % %

in figura] & alimentato da una lineavvolgimento di rotore ¢ chiuso in
cortocircuito.

La simmetria della macchina fa si che, alimentando la macchina con un
sistema simmetrico di tensioni, si ottenga un sistema equilibrato di corren-
ti, sia nello statore che nel rotore.

Funzionamento intuitivo

Si puo illustrare con la seguente “catena logica™: % % g
Vols>Bi—>E—>I|,>B—>B=Bs+ B (33)

| i\

dove_I_ indica u sistema simmetrico (di tensioni) o equilibrato (di correnti), indica il catape ro

te ed i pedici s ed r indicano statore e rotore, rispettivamente.

La (32) mostra come il rotore reagisce all’azione inducente dello statore con un campo rotante B

che si somma a quellosBli statore a generare il campo rotante complessivo B. Cid e possibile in
guanto, come ora mostreremo, i due campe B; ruotano con uguale velocita e risultano pertanto
immobili uno rispetto all’altro. A chiarimento di quanto esposto definiamo innanzitutto lo SCori-
mentos:

s=——T"0 (34)

ove o campo rotante di statoresg, € la velocita angolare del rotore. Lo scorrimento € quindi il
rapporto tra le velocita angolare relative (rispetto al rotore) e assoluta del campo rotante di statore.
La pulsazioney, delle f.e.m. indotte dadhel rotore é:
®, =SO (35)
infatti, per le (19) e (34), si hay = p (@ — ®m) = p So. = So. Cio premesso la velocita angolare
assoluta di Bsi puo calcolare come somma della velocita relativa rispetto al retpeedella velo-
cita del rotore stesso:
(34) (19 ¢

&+ 0, = %, +(1-S)o, = o (36)
Anche nel caso della macchina asincrona, come gia per i trasformatori, si ha quindi un unico campo
principale che si concatena con entrambi i circuiti (nel caso in questione di statore e di rotore).

Teorema di Equivalenza delle macchine Asincrone (cenno)

La legge di Ohm si applica facilmente ad una fase di statore e di rotore (per le altre fasi il discorso

resta inalterato salvo introdurre un opportuno sfasamenta/8i®4r/3) e porta a scrivere lees

guenti equazioni:
: : N
V.= (R + X dJ)_1+ joky

71@ [alla frequenza f]

(37)
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0=(R ,+JSX gl o+ jSoK %@ [alla frequenza sf] (38)
ove il significato dei simboli &€ analogo a quanto visto per i trasformatori, in particalae X,
sono reattanze di dispersione (di statore e rotore) valutate entrambe alla frequenza di alimentazione
dello statore. Si noti che le (37) e (38) non sono isofrequenziali [a causa della (35)] e quindi non so-
no direttamente confrontabili. Questa difficolta si puo aggirare con il Teorema di Equivalenza.
“Una macchina Asincrona in funzionamento stazionario (con le fasi di rotore in cortocircuito)
ad una generica velocita equivale, sotto il profilo del funzionamento elettrico, alla stessa macchi-
na mantenuta a rotore bloccato ma con le fasi di rotore che alimentano ciascuna una resistenza
pari a Ry(1 —s)/s, essendo R, la resistenza di una fase rotorica”.

Tale equivalenza, indicata simbolicamente
in figura, € da intendersi nel senso che tutte le R

grandezze in gioco, a parte la frequenza de
rotore, restano uguali nei due casi. % % % %

Tralasciando la dimostrazione rigorosa del
teorema , limitiamoci ad alcune considerazio-
ni approssimate.

Le equazioni di statore e rotore si scrivono
per la macchina “equivalente”, nel seguente % % % %
modo:
V, =(R +jX o)+ jok N g (37)
V1= 1 J 1 J(D al 2 e Om * 0 Rz(l—s) Rz(l_s) Rz(l—s
S s s
O:[%ﬂx dz}l_2+joakaz%(_l) (38) om = 0

Dal confronto tra (37) e (38) con (32 (38)
si ha, trascurando le cadute statoriche:

a pari Vi — pari® — pari b — pari B

. . c . . . N s . .
Si conclude che la “reazione magnetica” del rotore (che si concretizza in By) € la stessa nei due casi
¢ lo statore non “avverte” quindi alcuna differenza fra i due funzionamenti.

D’ora in poi faremo sempre riferimento, per comodita, alle equazioni (37') e (38) che hanno il
vantaggio di essere isofrequenziali. Cio facilita anche la scrittura della terza equazione (interazione
magnetica statore-rotore) che risulta:

Tralasciamo la dimostrazione rigorosa della (40), essé -

vando che essa ha un contenuto intuitivo se si fa-rif& (*
. : e TOTore
mento alla figura, ove sono schematicamente indicate _l2

fasi corrispondenti della macchina equivalente.

Om =

Equazioni Interne

In conclusione le equazioni interne della macchina asincrona risultano:
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Le (41), (42), (43), che valgor _ : : N,
nel caso in cui statore e rotore i \—/1_(R1+JX dl)-1+1®kal 2 (41)

biano ugual numero di fasi, prese L N
tano una notevole analogia con _ —S . . 2 42
equazioni del trasformatore erp O_(R 2 g TR+ X dz)z ok, —=0 (42)
tanto analoghe sono le consiae

zioni che da esse si possono trart kK Nl +k ,N,lI,=R® (43)

Rete Equivalente

In particolare, con un procedimento del tutto analogo a quello relativo ai trasformatoriysi dete
mina, a partire dalle (41), (42), (43) la rete equivalente della macchina asincrona. Le formule di “ri-
duzione da rotore a statore” coincidono con quelle di “riduzione da secondario a primario” del tra-
sformatore, salvo sostituirgh a N.

1, R, Xa1 KaaN1 o ke, R, X2

Ww AN — N

[VAVAY (VAVAV]

i _
Vi X R,(1-s) §
S

nnn

P
— WY

Circuito equivalente per una fase della macchina asincrona
(trascurando le perdite nel ferro)

E bene precisare inoltre che & possibile tenere conto delle perdite nel ferro, in modo analogo a
guanto si fa per i trasformatori, modificando la rete equivalente della macchina asincrona ponendo
in parallelo ad X una opportuna resistenzg percorsa da una correntedenominata componente
attiva della corrente a vuote |

R1 Xdl R12 Xd12

—NWN—T N ——T"WNV—"1}

\YAVAV 10 [VAVAV;

1-s

A
v, Xo 8 =R g
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La resistenza fittizia R1 — s)/s simula il carico meccanico , per cui la potenza dissipata su essa
rappresenta la potenza meccaniga P

1-S 2 _ F1- 9R.E;

P,=3R = 44
m s 2 RI+sX%, (44)
ove si € posto
()
E2:2_\/§ka2N2cD (45)
dalla (44) si ottiene la coppia C dividendo per la velocita angolare:
O, a)(l— S) R§+SZX§2
in definitiva la coppia risulta (per una macchina trifase):
e per una macchina a m fasi: |
R,E2 :
C:Q—f vy (46) c=MP_SRE;
® R;+5°X, ® R3+s?X%,

ove la k, espressa dalla (45), rappresenta la f.e.m. indotta nella fase di rotore per s = 1. A tensione
di alimentazione costante {¥ cost.) essa puo ritenersi costante:

(49 (45)
V,=cost. = @=cost. = E,=cost (48)

trascurand
lecadute

La (48) mostra che anche per le macchine asincrone (come gia per i trasformiussd iVaria
poco al variare del carico.

Caratteristica Meccanica

Si intende ora evidenziare graficamente I’andamento della caratteristica C(s) dato dalla (47). Si
noti che:

* la caratteristica & antisimmetrica, cioe-§)(=— C(s)

R,E2
* pers>>1,sih£55,conk:§_2 2

2
S ®© Xy
* la coppia si annulla per s =0
* il punto di massimo della caratteristica si puo trova annullando la derivata rispettd-ad s de

la (47) oppure, pitl semplicemente, determinando il punto di minimo del denominaigreRs¥s.
Annullando la derivata di quest’ultimo rispetto ad s si ha XO|22—R22/S2 =0. Il masimo della coppia si
ha per s = HXq4, € vale:

e =

T 2X g
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Si noti che la Gax non dipende da kRma solo da
la reattanza di dispersione

* la coppia di spunto, in s = 1, e diversa da
ro e dipende dalla resistenza rotoriga R
2
c P _RE;
sp 2 2
o R+ X5
Queste considerazioni sono sufficienti a costr
la curva caratteristica C(s), illustrata in figura,
viene detta caratteristica meccanica della ahiac

C A V= cost.

A >
0 Rzlxdz 1 S

Caratteristica meccanica di una macchina

na asincrona. asincrona in funzione dello scorrimento.

La caratteristica meccanica di una macchina asincrona puo essere ancrsemggprén funzion
del numero di giri. La velocita angolare del rotore n in numero di giri al minuto & data dams
[2n. Poiché si han, = o (1-S) ed inoltren: = w/p = 2tflp, lo scorrimento s e legato ad n e alk
guenzg dalle relazione

60f
=— (1-
n p( s)

La velocita angolare del campo rotangein numero di giri al minuto &= 6Q7p.

Sono possibili tre modalita di funzionamento:

Funzionamento da motore: quando il rotore ruotéorstesso verso di rotazione del can
ma con velocita angolare minore; la potenza elettrica viene assorbita dalla rete dea
zione dellostatore e, a meno delle perdite interne, viene trasformata in potenza roac
portando in rotazione un carico meccanico che si oppone al moto.

Funzionamento da generatore: quando il rotore ruota nello stesso verso di rotazl
campo ma con velocita angolare maggiore, entro un limite massimo; questo funzior
puo avvenire se la coppia motrice € di tipo meccanico, ad esempidaieeadl della mex
china asincrona é collegata una turbinaceoln questo caso la potenza meccanica visn
sabita e, a meno delle perdite interne, viene trasformata in potenza elettrica cedcetiz
di alimentazione dello statore.

Funzionamento da freno: quando il rotore ruota nel verso opposto a quello di rotazi
campo, oppure nel verso di rotazione del campo ma con velocita elevata; in questc
coppia di origine elettromagnetica si oppone al moto e la potenza meccanica viene ¢
e completamente trasformata in calore, dato che la macchina, in questa condizione
zionamento, assorbe anche potenza elettrica dalla rete di alimentazione dello statore
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V. = cost.
f = cost.

Funzionamento
da freno

Funzionamento
da motore

v

Funzionamento
da generatore

n

Funzionamento
da freno

Caratteristica meccanica di una macchina asincrona in funzione del numero di giri.

Equazioni esterne

Le variabili che definiscono univocamente il regime di funzionamento della macchina asincrona,
tenendo conto del teorema di equivalenza, sono la pulsazione statoficaelocita di rotazione
om (da cui si ricava il valore dello scorrimento s), la tensione statofida @orrente statorich, la
corrente rotoricay| ed il flusso principal&@ concatenato con la spira centrale statorica. Il valore di
tali variabili puo essere determinato risolvendo il sistema costituito dalle 3 equazioni interme co
plesse (41-423) e dalle equazioni esterne che individuano I’accoppiamento della macchina stessa
con I’ambiente esterno. Un primo gruppo di equazioni individua I’alimentazione elettrica della
macchina; ad esempio, se la macchina e alimentata a statore da una rete avente tensione concatena
e frequenza assegnata, rispettivamente parp @d/p, risulta:

V=Vy; f=1 (51)

L’equazione del moto del rotore impone a regime 1’'uguaglianza fra la coppia di origine elettroma-
gnetica G, data dalla equazione (46) e la coppia resistente di origine meccanegplicata
all’albero, che € una funzione nota della velocita di rotazione:

C.=C (52)
Si noti che il funzionamento di regime (in cui C 7 @ella macchina asincrona (nel punto A di

figura) é stabilelnfatti, la velocita angolare del rotore (ovvero il numero di giri al minuto n &60
27) ¢ determinata dall’equazione
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do,
dt

dove J e il momento di inerzia del rotore. Se a partir
A si ha, per qualunque ragione, una variazione positi
om la coppia motrice cala e quella resistente cresce q
C - G <0 ed il rotore tende a rallentare. Viceversa,
partire da A si ha, per qualunque ragione, una varia:
negativa diony, la coppia motrice cresce e quella resistt
cala quindi C- C, > 0 ed il rotore tende a accelerare
riportarsi in A. Si noti inoltre che il punto di funzian
mento B (anch’esso di equilibrio) ¢ instabile.

J—m_c-c,

Caratteristica Elettromeccanica

Dalla (42), ricordando il Teorema di Equivalenza, e possibile esprimere il valore efficace della
corrente rotorical

9 ( N, )
JRE+ x5, 2 (49)
Da questa relazione é possibile calcolare il valore efficace della corrente rotorica ridotta a statore
l1o:

< C;(kazNz)ZCD

1=
JRZ+s2X2,  kaN;
La (50) rappresenta la caratteristica elettromeccanica di rotore. Si noti che tale caratéesstic

metrica, cioéb(—S) = hx(s). Pertanto in figura € illustrata la caratteristica elettromeccanica solo per
scorrimenti positivi.

A A
V; = cost. I V, = cost.

(50)

|12

» »
» »

O 1 S no n
Caratteristica elettromeccanica di rotore in Caratteristica elettromeccanica di statore e di
funzione dello scorrimento. rotore in funzione del numero di giri.

Le caratteristiche elettromeccaniche di statore e di rotore in funzione del numero di gk ricav
bili dalla soluzione del circuito equivalente di figura 6.2 in corrispondenza di un assegnato valore
della tensione e della frequenza di alimentazione, sono illustrate nella figura E chiaro che un ulterio-
re problema che si verifica all’avviamento del motore asincrono ¢ rappresentato dall’elevato valore
delle correnti assorbite sia a statore che a rotore, rispetto al valore corrispondente alrhemmna
aregime.
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Si nota, dalle caratteristiche meccanica ed elettromeccanica che allo spunto (s = 13 nopo0)
pia é di solito modesta mentre le correnti sono elevate. Infatti, la corrente allo spunto puo risultare
anche cinque volte maggiore della corrente a regime. Sia la coppia che la corrente alloispunto d
pendono dalla resistenza rotorica: in particolare, al crescere della resistenza rotorica, la ¢eppia ele
tromagnetica cresce e la corrente, sia statorica che rotorica, cala. Per i motori con rotore avvolto e
quindi possibile innalzare la coppia e ridurre la corrente allo spunto, collegando, mediantetun colle
tore ad anelli (vedi figura), I’avvolgimento rotorico ad un reostato di avviamento, in tal modo au-
mentando la resistenza rotorica. In figura € illustrata la progressiva variazione della caratteristi
meccanica che si realizza durante questo tipo di avviamento. Raggiunto il regime di funzionamento
richiesto il reostato viene escluso (per evitare una eccessiva perdita Joule che abbasserebbe il ren-
dimento) e sostituito dalle connessioni di cortocircuito.

0 No n

Schema del reostato di avviamento Avviamento mediante inserzione del reostato di av-
viamento (3 riduzioni successive)

Rendimento

Il rendimento di un motore viene definito come il rapporto fra la potenza meccanica ertayata
potenza elettrica assorbita. Dal teorema di equivalenza e dal circuito equivalente segue la seguente

espressione del rendimenjali un motore asincrono trifase:
1-s,,

P, R12T|12
T‘l = —_—=
1-s
Fe RyIf + Rol3 + Rypl, + Ryp =— S %
Il rendimento pud essere espresso come il prou 1-s.,
di due rendimentin, (rendimento rotorico, definit Ry + Ry~ 15,
come il rapporto fra la potenza meccanica erogate |"Ms = ) ) s,
potenza elettrica assorbita dal rotoreyedrendimen- RiIf +Rols +Ryjlf, + R12 175
to statorico, definito come il rapporto fra la potel 1
elettrica erogata dallo statore al rotore e la pot: Rlz;s|122
elettrica assorbita) rispettivamente dati dalle segt | = S =1-s
espressioni: RI% + R121 12
n=MsMNr
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Dall’espressione del rendimento rotorico si vede come sia necessario, al fine di realizzare remd
menti elevati, che il regime di funzionamento della macchina sia caratterizzato da un valore dello
scorrimento piccolo (Mari tipici sono dell’ordine del 1 + 4 %), cosa peraltro facilmente realizzabile
dato I’elevata pendenza della caratteristica meccanica in prossimita della velocita di sincronismo.

CENNI COSTRUTTIVI: STATORE

Lo statore e formato dalla carcassa (di ghisa per basse potenze, di lamiera saldata per potenze
maggiori) e dal pacco statorico nelle cui cave é allagd’avvolgimento trifase destinato alla ge-
nerazione del campo rotante. Il pacco statorico e formato dalla sovrapposizione di lamiere di picco-
lo spessore, fra loro isolate con vernici allo scopo di ridurre la potenza perduta per corremnti parass
te. Nelle grosse macchine, come negli alternatori, il pacco statorico viene suddiviso in piu pacchi
elementari per formare i canali di ventilazione al fine di rendere piu efficiente il raffreddamento. Le
cave statoriche sono solitamente del tipo semichiuso, il che permette di ridurre sia il flusso disperso
sia le perturbazioni del campo al traferro. Le spire di ciascuna fase sono distribuite in modo tale da
produrre, quando sono percorse da correntedumione di traferro ad andamento radiale distribui-
ta spazialmente in modo approssimativamente sinusoidale. La carcassa porta una base isolante con i
morsetti ai quali vengono collegati i terminali delle fasi costituenti I’avvolgimento.

!

(a) (b)
Forme piu comuni di cave per macchine asincrone: (a) cava semichiusa per rotore avvolto, (b) ca-
va per rotore a gabbia semplice, (c) cava per rotore a doppia gabbia, (d) cava per rotore a barre
alte.
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CENNI COSTRUTTIVI: ROTORE

Il rotore ¢ costituito essenzialmente dall’albero e dal pacco rotorico. Nei motori di potenza mino-
re il paco di lamiere viene montato direttamente sull’albero. Nei motori di maggiore potenza il
pacco lamellare rotorico, costituito da corone circolari, viene sistemato su una superficie cilindrica
collegata da nervature allbero. Le cave, uniformemente distribuite sulla periferia del pacco roto-
rico sono di tipo chiuso o semichiuso. Il numero delle cave rotoriche é diverso (in generale maggio-
re) del numero delle cave statoriglo@® per evitare pulsazioni periodiche del flusso da cui derivano
vibrazioni e rumore durante la marcia. In paittire, al fine di agevolare I’avviamento del motore e
renderlo piu silenzioso in marcia, il pacco rotorico ha talvolta le cave inclinate rispetto all’asse.
Questo artificio richiama i vantaggi che si ottengono in meccanica sostituendo un ingranaggio a
denti dritti con un ingn@aggio a denti elicoidali. Per quanto riguarda I’avvolgimento distinguiamo i
motori con rotore avvolto ed imotori con rotore a gabbia.

Motori a Gabbia

Sono molto difusi, in pratica, motori il cui rotore non ¢ avvolto, ma ¢ configurato a “gabbia di
scoiattolo” (vedi figura) [Nelle cave rotoriche sono alloggiate delle sbarre di rame che vengono sal-
date a due anelli frontali, pure di rame, in modo da formare una gabbia, chiamata gabbia di scoiatto-
lo. Cosi collegate le sbarre formano tra loro circuiti chiusi che sono percorsi dalle correnti indotte
dal campo rotante.] Per essi (lo si puo dimostrare) vale con buona approssimazione la normale teo-
ria delle macchine asincrone’impiego del rotore a gabbia semplice avviene soprattutto per le bas-
se potenze. Per potenze medio-basse (fino a 100 kW) pud convenire realizzare la gabbi& in allum
nio pressofuso, per potenze maggiori la gabbia € sempre in rame.

Per le potenze medie € molto diffuso il motore a Doppia Gabbia, perché e queIIo che presenta la
maggiore elasticita nelle caratteristiche di avviamento. In questo caso il rotore € provvisto di due
gabbie concentriche aventi caratteristiche opposte (vedi figura). La gabbia esterna (o diraevviame
to), e costituita di barre di piccola sezione aventi una elevata resistenza ed una piccola thattanza
dispersione. La gabbia interna (o di lavoro), e costituita di barre di grande sezione aventi una picco-
la resistenza ed una elevata restiali dispersione. All’avviamento la corrente circola prevalente-
mente nella gabbia esterna. Mano a mano che la macchina accelera e diminuisce la frejeenza d
correnti di rotore, diminuisce la reattanza di dispersione e la corrente si sposta progressivamente
sula gabbia interna.

/Statore

N -+ @ (2)
Rotore

0 o e I Yy \ /

Zil R \ /

/
\<~:~———:r> \\/
~1 ] [ /
Yo

Gabbia semplice per rotore di macchina asincrona. Doppia gabbia per rotore

di macchina asincrona.
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Particolare della doppia
Rotore di macchina asincrona a gabbia di scoiattolo. gabbia.

La gabbia piu esterna, rispetto alla gabbia interna, & caratterizzata da un valore piu elevato della
resistenza (la sezione dei conduttori € piu piccola), ma da un valore piu piccolo del coefficiente di
autoinduzione di dispersione:

Re>> R Lde << Lqi

L’impedenza della doppia gabbia ¢ data dal parallelo tra I’impedenza della gabbia interna (Z;) e
guella della gabbia esterna.(Z

Zi=R+]jsoLldg,Ze=Re+jswlge = Z=2Ze Z /(Ze + Z)
Allo spunto (s = 1), quando la frequenza delle correnti rotoriche coincide con quella
dell’alimentazione di statore, la reattanza di dispersione della gabbia interna € molto maggiore di

guella della gabbia esterna, tanto da compensare la minore resistenza e da faresremtdan-

coli prevalentemente nella gabbia esterna:

—» R
S=1=2Z2Re<o LgizZ =722,
— —>
Essendo la R, elevata, ’avviamento ¢ semplice
(coppia di spunto elevata). z 1

Man mano che il motore accelera, la frequenza di rotore si riduce e con essa la reattanza di d
spersione e I’impedenza delle due gabbie viene ad essere caratterizzata dal valore della resistenza:
la corrente progressivamente si sposta dalla gabbia esterna a quella interna. A regines(la
resistenza della gabbia interna, che € molto minore di quella della gabbia esteressialie la
corrente circoli prevalentemente nella gabbia interna. Una regolazione analoga si pud otenere m
diante I’introduzione di barre alte.

$20=Z.2R>R=27Z = 27227 Z. M

Essendo la R; ridotta, il rendimento ¢ elevato - r
zi

Per le potenze elevate si utilizza il motore a Barre ;
Il rotore di questo motore, costruttivamente semplic
provvisto di barre di forma allungata, sistemate in cave
e strette (vedi figura) in cui si deteiha, all’avviamento,
uno spostamento di corrente, dall’esterno verso I’interno, in
Particolare del rotore modo simile a quello che si verifica nel rotore a doj

a gabbia a barre alte. gabbia.

Rotore avvolto
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Nei motori asincroni con rotore awolto (prevalentemente utilizzati nelle macchine di media e di
grande potenza), nelle cave di rotore & alloggiato un avvolgimento avente lo stesso passo polare
dell’avvolgimento di statore. Il numero delle fasi dell’avvolgimento di rotore puo in generale essere
anche diveso da quello dell’avvolgimento di statore. L’avvolgimento di rotore ¢ collegato a stella
con 1 terminali facenti capo a tre anelli conduttori, isolati sia tra loro che dall’albero sul quale sono
calettati. Sugli anelli poggiano delle spazzole mediantpidé le fasi dell’avvolgimento rotorico
vengono collegate a tre resistenze esterne, variabili, solitamente collegate a stella. Il comiplesso de
le tre resistenze variabili formariéostato di avviamento, il cui scopo principale & quello di linait
re le corenti assorbite dal motore durante I’avviamento ed aumentare la coppia di spunto. La ma-
novra di avviamento si esegue con tutte le resistenze inserite. Man mano che il motore accelera le
resistenze vengono gradualmente escluse. Durante il funzionamento a regime i tre anelli vengono
cortocircuitati.

spazzole di
corto circuito
11
111
rotore |:| |:| |:| reostato di
S \,  avviamentc
U
111 *

|

spazzole per
I’avviamento

Sezione longitudinale di un rotore avvolto.

Rotore di macchina asincrona avvolto.

Tutte le macchine elettriche sono dotate di una targa che fornisce importanti informazieni nece
sarie per la loro scelta ed il loro utilizzo. In figura e riportata la targa di un motorecasiridfase
da 30 HP della Siemens progettato per funzionare a 460 V e 60 Hz; corrente nominale 34.9 A; velo-
cita nominale € 1.765 r.p.m., scorrimento nominale 1.9%, rendimento 93.6%. Il fattore di servizio
indica che il motore pud funzionare in modo intermittente ad una potenza pari a 1,15 Pn. La classe
di isolamento é F (che consente una sovratemperatura massima di 105°C) e la temperatura ambiente
e standardizzata a 40°C, pertanto la massima temperatura ammessa € 145 °C. La temperatura d
funzionamento di un motore & importante sia per il rendimento che per la durata di vita €un incr
mento di 10 °C della temperatura di funzionamento puo diminuire la durata di viisotatt di

piti del 50%).
f./f
O SIEMENS O )
PE*21 PLUS™ PREMIUM EFFICIENCY
| ORD.NO.| 1LAO2B64SE41 ho.
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MACCHINE SINCRONE TRIFASE

PRINCIPIO DI FUNZIONAMENTO

hY

Lo statore e costituito come quello della
macchina asincrona trifase: & di materiale fer-
romagnetico laminato e nelle cave ricavate alla
periferia del traferro e alloggiato un avvolgi-
mento trifase percorso da correnti alternate. Per
evitare la circolazione di correnti dovute a terne
armoniche nelle f.e.m., 'avvolgimento di statore
e solitamente collegato a stella. Il rotore in gene
rale & di materiale ferromagnetico massiccio (e-
ventualmente sono laminate le espansioni pola-
r) ed e sede di un avvolgimento di eccitazione
percorso da corrente continua. Si possono avere s
due diversi tipi di struttura di rotore: a polidis 8- 1-1-a — Sezione di un macchina sincrona a
ed a poli salienti. La figura 1.1.a mostra il retor poli lisci.

di una macchina a poli lisci. L’avvolgimento di :
eccitazione (o di campo) e disposto nelle cave
distribuite lungo la periferia del rotore. Il trafe

ro ha spessore costante ed il circuito magnetico
e isotropo. La figura 1.1.b mostra una macchina
a poli salienti. L'avvolgimento di eccitazione &
costituito da bobine avvolte sui corpi dei poli. Il
traferro in questo caso ha spessore variabile ed il
circuito magnetico € anisotropo; in particolare
vengono evidenziati 'asse polare, in cui il tra-
ferro € minimo e l'asse interpolare, in cui il tra-
ferro € massimo.

, ) _ o Fig. 1.1.b - Sezione di un macchina sincrona
L’avvolgimento di eccitazione, percorso dalla a poli salienti.

corrente continuae,i crea un campo magnetico.

in modo tale che si possono distinguere successintarun “polo nord” (flusso “uscente” dal polo)
e un “polo sud” (flusso “entrante” nel polo). Lastdinza fra I'asse di un polo nord e di un polo sud
misurata al traferro & pari al passo polata cui espressione € la seguente, dove R e iloagigr-

no dello statore e p il numero i coppie di polildeivolgimento:

=TR
" (1.1)

L’andamento spaziale del campo di eccitazione lungo la periferia del traferro risulta sinu-
soidale, a meno di armoniche superiori che ¢ possibile trascurare in prima approssimazione.
Nella macchina a poli lisci cio viene ottenuto distribuendo opportunamente le cave o la cor-
rente al traferro, nella macchina a poli salienti, sagomando le espansioni polari.

La figura 1.2 mostra parte del circuito magneticama macchina anisotropa, costituita da due
poli e relativa corona d’indotto. Come si vederadlferro lungo I'espansione polare non é costante
passando dal valore minindg, in mezzeria dell’espansione polare, a quelloadore circa doppio
agli estremi dell’espansione polare. La legge diazéone utilizzata & = d¢/cos(m), essendo p il
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numero di coppie polari. Al di fuori delle espansipolari il traferro assume valori estremamente
elevati.

Quando si pone in rotazione il rotore alla
velocita angolare costante,, il campo di ec-
citazione, solidale col rotore, ruota al traferro
alla velocitaw, = wn. Il campo rotante cosi
prodotto induce nell'avvolgimento trifase che
e alloggiato nelle cave di statore un sistema
trifase simmetrico di f.e.m., sinusoidali nel
tempo con pulsazione data dalla seguente
relazione:

W= P oy (1.2)

Figura 1.2

Se lo statore alimenta un carico equilibrato, egenta sede di tre correnti di pulsazianehe
producono un campo rotante statorico. Quindi (seuithero di coppie polari dello statore &€ uguale
al numero di coppie polari del rotore) il campaardt statorico ruota con velocita angolake w/p
= Wm. Il campo rotante statoricorB\‘S risulta dunque immobile rispetto al campo rotante rotori-
coB) e quindi il campo risultante ¢ un campo che ruota al traferro con la velocita del rotore,
da cui il nome di macchina sincro@s e/E hanno la stessa velocita e si sommano

Il funzionamento intuitivo della Macchina sincrasigouo illustrare con la seguente “catena logica”

L A
iraBm/BNraEsalsafB\sDD%DJ@:/E?ﬁ’B‘r (1.3)

— |
G (= 1) A
dove A\ indica un sistema simmetrico (di tengiorequilibrato (di correntiy,™ indica il campo
rotante ed i pedici s ed r indicano statore e eptaspettivamente.

La potenza meccanica fornita all’albero della magaltper vincere la resistenza della coppia e-
lettromagnetica dovuta allo sfasamento fra camptosto e campo rotorico, viene trasformata, a
meno delle perdite interne della macchina, in paesieattrica ceduta al carico collegato allo statore
La macchina funziona quindi da generatore e viémntataalternatore.

Si puo dimostrare che per una macchina sincronalidigri in rotazione a velocita costante (si
suppongono valide le ipotesi di campo illustrat@treamente al campo rotante), la caratteristica
tensione-corrente sulla prima fase di statore éoglamente per le alte) ha la seguente forma-( rife
rimenti associati con convenzione del generatore):

V=-jXsl+E

ove la reattanza sincrona ¥ una costante della macchina considerata e $&otena vuoto &di-
pende dalla corrente di eccitazione.duxva di magnetizzazione (caratteristica a vuoto) fornisce
sperimentalmente la tensione ai morsetti di statofenzione della corrente di eccitazione. A causa
della saturazione del materiale ferromagneticodaftga non é rettilinea.

Per alimentare I'avvolgimento viene utilizzata wsweigente esterna che viene collegata mediante
un collettore ad anelli. Per potenze elevate veagmpiegate delle eccitatrici senza spazzole, €osti
tuite da una macchina sincrona con il circuito citimzione montato sullo statore ed il circuito
d’armatura montato sull’albero del rotore (vedufig). L'uscita trifase del generatore di eccitazione
viene raddrizzata tramite un circuito raddrizzatoifase pure montato sull’albero. La corrente con-
tinua cosi prodotta viene inviata al circuito dciggzione principale. Quando il circuito di eccita-
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zione é sostituito da magneti permanenti, si adtien sistema indipendente da qualsiasi sorgente di
potenza elettrica esterna.

MACCHINA
ECCITATRICE SINCRONA
—< 0000 :
ROTORE 55600 Radd_nzzator ’_\?‘
BV SYeYoTo R Trifase
5000 D000 ————
STATORE & & EENSUU\
000 —1F—
Raddrizzators
Trifase
[T1

Figura 1.a. - Schema di macchina sincrona con eccitatrice

Figura 1.b - Rotore di macchina sincrona con eccitatrice coassiale.

PARALLELO CON UNA RETE TRIFASE DI POTENZA INFINITA

Si supponga di collegare I'avvolgimento statoricauda macchina sincrona ad una rete trifase,
gia alimentata da altri alternatori. Si suppongdtiache la potenza di questi ultimi sia tale daepot
considerare che il valore efficace e la frequerddiaderna di tensioni concatenate della rete siano
indipendenti dalle correnti assorbite dalla maccisinarona che viene collegata (rete di potenza in-
finita). Per potere effettuare correttamente ilaiato con la rete di potenza infinita € necessario
portare prima la macchina sincrona in un regimimizionamento, a vuoto, in cui le tensioni conca-
tenate presenti ai morsetti della macchina coimmda valore efficace, frequenza e fase con quelle
della rete. Se cosi non fosse infatti, alla chiasiell'interruttore di collegamento della macchina
con la rete si svilupperebbero nello statore delécchina sincrona delle correnti di valore elevato

che potrebbero provocare la rottura della maccéiessa.
Con riferimento alla figura 2, la sequenza delleragioni da eseguire per effettuare il parallelo &
la seguente:
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1. La macchina viene portata in rota=
zione, a vuoto, alla velocita di sincronismo
imposta dalla frequenza di rete (n =/&()
dal motore M che in questo caso deve formi=
re solo la coppia necessaria a vincere gli at-
triti interni della macchina.

2. Viene alimentato I'avvolgimento di
eccitazione con una tensione tale da ottene- T
re ai morsetti della macchina un sistema di '_@@_,
tensioni concatenate avente una frequenza
ed un valore efficace coincidenti con quelli
della rete e misurati mediante i voltmetri V
e V' ed i frequenzimetri fed f'. La macchina S
opera ancora a vuoto e quindi ancora il mo-
tore M deve fornire solo la coppia necessa-
ria per vincere gli attriti.

3. Si agisce sul motore M, con una re- {

golazione fine della velocita, per portare ic
tensioni concatenate di rete e di macchina a
coincidere sia come frequenza che come fa-
se, viene chiuso I’interruttore T ed il paral-
lelo € concluso.

Al termine delle operazioni di parallelo, la macchina sincrona ¢ collegata alla rete, ma funziona
ancora a vuoto, in quanto le f.e.m. indotte nelle fasi di statore uguagliano le tensioni concatenate e
quindi le correnti nelle fasi di statore risultano nulle. A partire da questa condizione di funziona-
mento ¢ possibile portare la macchina sincrona a funzionare come generatore, erogando potenza sia
attiva che reattiva alla rete, oppure come motore, assorbendo potenza elettrica dalla rete, oppure
come compensatore sincrono, erogando solo potenza reattiva alla rete.

N
3

Figura 2 - Parallelo di una macchina sincrona (S)
con una rete di potenza infinita.

Coppia elettromagnetica

E possibile ottenere una buona approssimazione della coppia elettromagnetica, considerando il
bilancio energetico della macchina sincrona e trascurando le perdite nel ferro e nel rame di statore.
In tal caso infatti, visto che la potenza elettrica assorbita dal rotore viene interamente dissipata per
effetto Joule nell’avvolgimento di rotore, tutta I’energia elettrica assorbita in un periodo
dall’avvolgimento di statore, viene trasformata in energia meccanica erogata all’albero. Si puo di-
mostrare che la coppia elettromagnetica risulta:

c, = 32 Y0 n(3)
w X

S

ove 0 ¢ lo sfasamento della tensione a vuoto Ej rispetto alla tensione V. Esso viene chiamato “ango-
lo di carico” corrispondente alla condizione di funzionamento considerata. Quando 1’angolo di cari-
co ¢ positivo (Ey in anticipo rispetto a V), la coppia risulta negativa, cio¢ la macchina assorbe po-
tenza meccanica ed eroga potenza elettrica attiva alla rete trifase (funzionamento da generatore).
Quando I’angolo di carico ¢ negativo (E¢ in ritardo rispetto a V), la coppia ¢ positiva, cio¢ la mac-
china eroga potenza meccanica ed assorbe potenza elettrica attiva dalla rete trifase (funzionamento
da motore). Quando I’angolo di carico ¢ nullo (Ep in fase con V), la coppia ¢ nulla, cioe¢ la macchi-
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na non scambia né potenza meccanica né potengécalattiva, puo pero scambiare potenza elet-
trica reattiva con la rete trifase; si dice allohe la macchina funziona da compensatore sincrono.

Funzionamento da generatore

Se, tramite il motore M, viene fornita potenza nagaca al rotore; ha inizio un transitorio in cui
il rotore tende ad accelerare e le f.e.m. indotte asi di statore si sfasano rispetto alle temisio
delle rete. Circola corrente nell’avvolgimento thtsre e si crea una coppia elettromagnetica resi-
stente. La condizione di regime viene raggiuntangoda coppia elettromagnetica resistente ugua-
glia la coppia meccanica fornita al rotore. La paeemeccanica assorbita all’albero dalla macchina
viene trasformata in potenza elettrica ed erogédaete. E quindi possibile variare la potenza-ele
trica reattiva erogata alla rete, semplicement@ndp la corrente di eccitazione della macchina.

Funzionamento da motore

Se il motore M viene sostituito col carico meccartbe si vuole trascinare, al rotore della mac-
china viene applicata una coppia resistente; lzaoinin transitorio in cui il rotore tende a rallerg
e le f.e.m. indotte nelle fasi di statore si sfasespetto alle tensioni delle rete. Circola coreent
nell’avvolgimento di statore e si crea una coppédtmagnetica motrice. La condizione di regime
viene raggiunta quando la coppia elettromagnetiotriog uguaglia la coppia meccanica resistente
applicata al rotore. La potenza elettrica assoudddéa rete viene trasformata in potenza meccanica
erogata all'albero della macchina. Il principal¢éagslo nella applicazione del motore sincrono con-
siste nel valore nullo della coppia di spunto endunella necessita di avere comunque a disposi-
zione un motore di lancio. L’alternativa al motaliddancio esterno consiste nel sistema di autoav-
viamento. Quest’ultimo consiste in una speciale gabbscoiattolo che si sistema sul rotore entro
cave ricavate sulle espansioni polari. [l motorawsiia quindi, una volto chiuso linterruttore @i-r
te, come un motore asincrono. Giunti in prossirdéfia velocita di sincronismo, si eccita il rotore,
che viene accelerato da parte dell’avvolgimenttostzo fino a raggiungere il sincronismo.

Funzionamento da compensatore sincrono

Se, agendo sulla tensione di alimentazione dell'lmmeento di eccitazione, si aumenta la cor-
rente di eccitazione della macchina, ha iniziorangitorio in cui le f.e.m. indotte nelle fasi tat®-
re, pur restando in fase con le tensioni imposlia dete di alimentazione, le superano in valore ef
ficace. Si genera quindi una corrente di armatucad risulta in quadratura ritardo rispetto alla
f.e.m. | ed alla tension® (vedi figura 4.3.a). La potenza elettrica erogatana potenza reattiva
puramente induttiva: tutto avviene come se la maeckincrona fosse un condensat@mmdensa-
tore rotante) la cui capacita puo essere variata a piacere lgemente variando la corrente di ec-
citazione. Viceversa, se si diminuisce la corr@hteccitazione, la f.e.m.¢Eisulta minore della ten-
sione_Ve la corrente di armaturarisulta in quadratura anticipo rispetto agl &V (vedi figura
4.3.b). La potenza elettrica erogata € una potssativa puramente capacitiva; tutto avviene come
se la macchina sincrona fosse un induttinduttore rotante) la cui induttanza puo essere variata a
piacere semplicemente variando la corrente diaaoie.

M A
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Figura 4.3.a - Diagramma fasoriale del condensato-
re sincrono

Figura 4.3.b - Diagramma fasoriale dell’induttore
sincrono
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