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In figura 1 è illustrato lo schema generalmente utilizzato per determinare la soluzione di regime 
di circuiti lineari in corrente alternata (c.a.). Il metodo consiste nel trasformare il sistema di equa-
zioni differenziali per i valori istantanei delle tensioni e delle correnti in un sistema algebrico di più 
agevole soluzione. 
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Una volta scritte le equazioni di Kirchhoff ai valori istantanei, il metodo prevede tre passi: 

1) Trasformazione delle equazioni di Kirchhoff differenziali in equazioni di Kirchhoff simboliche 
(algebriche). Come si vedrà tra breve, l’operazione di trasformazione permette di risolvere il cir-
cuito con i metodi visti per la soluzione dei circuiti in corrente continua. 

2) Risoluzione delle equazioni simboliche e determinazione dei numeri complessi rappresentativi 
delle varie incognite. 

3) Determinazione delle correnti e delle tensioni istantanee a partire dalle grandezze simboliche che 
le rappresentano. Quest’ultima fase è del tutto immediata, tanto che viene normalmente sottinte-
sa. 

 
75$6)250$=,21(�'(//(�(48$=,21,�',�.,5&++2))�',))(5(1=,$/,�,1�(48$=,21,�$/*(%5,&+(�

�/(**(�',�2+0�6,0%2/,&$�
Si consideri un generico ramo di circuito, ca-

ratterizzato da una resistenza R, un’induttanza 
L e una capacità C. Il ramo è alimentato da una 
tensione v(t) sinusoidale (vedi figura 2): 

( ) ( )v t V tM V= +cos ω α �
dove i valori VM e αv sono da considerarsi noti. 
La legge di Ohm per i valori istantanei nel ramo 
considerato ha la forma: 
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La soluzione della (1) è costituita dalla somma dell’integrale dell’equazione omogenea associata e 
di un integrale particolare. E’ possibile dimostrare che l’integrale dell’equazione omogenea associa-
ta costituisce una componente transitoria della corrente, che tende ad zero all’aumentare del tempo. 
L’integrale particolare rappresenta quindi la soluzione di regime. Per determinare la soluzione di re-
gime che soddisfa la (1) si cerca una corrente i(t) che soddisfi la (1) e che abbia un andamento sinu-
soidale con la stessa pulsazione di v(t): 

( ) ( )i t I tM I= +cos ω α  

Ricordando quanto detto riguardo alla corrispondenza tra grandezze sinusoidali e numeri complessi, 
la (1) si può riscrivere come segue: 
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La (2) può essere interpretata come una relazione di uguaglianza tra due grandezze sinusoidali con 
identica pulsazione. Per la già citata corrispondenza biunivoca esistente tra grandezze sinusoidali 
isofrequenziali e numeri complessi, devono risultare uguali i numeri complessi che rappresentano le 
due grandezze al primo e secondo membro della (2). Si ha quindi: 
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La grandezza: 
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(4)

viene detta� LPSHGHQ]D del ramo AB considerato. Si definisce quindi impedenza Z un operatore 
complesso uguale al rapporto fra i numeri complessi associati alla tensione e alla corrente: Z =V /I.
Tenendo conto della (4) e della definizione data, la (3) diventa: 

V =Z I (5)

La (5) viene detta HTXD]LRQH�GL�2KP�VLPEROLFD.

La definizione di impedenza (4) può essere riscritta come: 

Z =R +j X� (6)
avendo posto: 
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La grandezza X è detta UHDWWDQ]D del ramo, e costituisce la parte immaginaria dell’impedenza. La 
reattanza dipende dalla capacità e dall’induttanza del ramo, e dalla pulsazione ω di alimentazione. 
La reattanza viene distinta in reattanza induttiva XL e capacitiva XC secondo il seguente schema: 

XL = ωL X
CC = −

1

ω

X = XL + XC

L’inverso dell’impedenza viene definito DPPHWWHQ]D:

Y Z= 1 (8)

In base alla legge di Ohm simbolica, si ha: 

I =Y V (9)

da cui si ricava che I è un numero complesso di modulo: 
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L’argomento di Z determina lo sfasamento (ϕ) tra il fasore della tensione ed il fasore della corrente. 
Risulta infatti: 

[ ] [ ] [ ]
R

X
ArctgZargIargVarg IV ==α−α=−=ϕ

Lo sfasamento ϕ è positivo quando αV > αI, cioè quando la tensione è in anticipo rispetto alla cor-
rente. Si noti che, essendo la resistenza R positiva o nulla, risulta − π/2 ≤ ϕ ≤ π/2. Infine è possibile 
determinare i(t): 
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Sia dato un circuito caratterizzato da R rami ed N nodi. Per ciascun ramo si assumano versi posi-
tivi per la tensione di ramo e la corrente di ramo associati secondo la scelta dell’utilizzatore. Preso 
arbitrariamente un nodo come nodo di riferimento del circuito, la LKT permette di scrivere R rela-
zioni linearmente indipendenti tra tensioni di ramo e tensioni di nodo che, in forma matriciale, as-
sumono la forma: 

Y  �0�H 
dove Y è il vettore delle tensioni di ramo, H è il vettore delle tensioni di nodo ed 0 è una matrice a-
vente R righe ed (N − 1) colonne, il cui generico elemento Mhk risulta nullo se il ramo h non è col-

legato al nodo k, uguale a +1 se la corrente del ramo h esce dal nodo k, −1 se la corrente del ramo h 
entra nel nodo k. 

La LKC applicata a tutti i nodi tranne quello di riferimento permette di scrivere (N − 1) equazioni 
che in forma matriciale assumono la forma: 

$ L�= �
dove L è il vettore delle correnti di ramo ed $ è una matrice, chiamata matrice di incidenza ridotta, 
avente (N − 1) righe ed R colonne, il cui generico elemento Ahk risulta nullo se il ramo k non è col-
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legato al nodo h, uguale a +1 se la corrente del ramo k esce dal nodo h, −1 se la corrente del ramo k 
entra nel nodo h. Risulta quindi che 0 è la trasposta di $, cioè: 

0 = $T

È possibile trasformare le equazioni di Kirchhoff ai valori istantanei con un procedimento del tutto 
analogo a quello seguito per ricavare la legge di Ohm simbolica. Mediante tale trasformazione si 
perviene alle seguenti relazioni: 

9  $T ( (10) 

$ , = � (11) 

 
dove 9 è il vettore dei numeri complessi associati alle tensioni di ramo, ( è il vettore dei numeri 
complessi associati alle tensioni di nodo e , è il vettore dei numeri complessi associati alle correnti 
di ramo. 

Le Leggi di Kirchhoff (delle Tensioni e delle Correnti) ci permettono di scrivere delle equazioni 
che descrivono la topologia del circuito, ovvero il modo in cui i componenti sono connessi tra loro: 
� La Legge di Kirchhoff delle Correnti (/.&) afferma che la somma algebrica dei numeri com-

plessi associati alle correnti in un nodo è nulla. 

- Equazione simbolica per un nodo (LKCn): I r
r

n

=
∑ =

1

0 (12.a) 

� La Legge di Kirchhoff delle Tensioni (/.7) può essere formulata in due modi equivalenti tra lo-
ro: 

- La somma algebrica dei numeri complessi associati alle tensioni di ramo sui rami di una maglia 
è nulla�

- Equazione simbolica per una maglia (LKTm): 0V
m

1r
r =∑

=
(12.b) 

- Ogni numero complesso associato ad una tensione di ramo è dato dalla differenza dei numeri 
complessi associati ai potenziali di nodo dei suoi terminali.�

- Equazione simbolica per un ramo (LKTr): BAAB EEV −= (12.c) 
 
Le (12) sono formalmente identiche alle leggi di Kirchhoff per circuiti in regime di corrente con-

tinua salvo il fatto che in luogo delle grandezze effettive compaiono i numeri complessi che le rap-
presentano ed in luogo delle resistenze le impedenze. Questa constatazione permette di affermare 
che la tecnica risolutiva dei circuiti in regime sinusoidale resta la stessa vista per i circuiti in conti-
nua salvo l’impiego dei numeri complessi. Valgono, inoltre, tutti i teoremi sulle reti in continua 
(Teoremi di Thevenin, di Norton, di Millman, di Tellegen, etc.). Quanto detto mostra anche come 
non sia necessario, ogni volta che si risolve un circuito, procedere alla “trasformazione” delle equa-
zioni differenziali in simboliche, potendosi scrivere direttamente queste ultime tramite le (12). In 
definitiva quindi l’operazione di trasformazione è di regola omessa. Anche l’operazione di antitra-
sformazione si può di solito sottintendere essendo del tutto ovvio il passaggio dai numeri complessi 
alle grandezze sinusoidali che essi rappresentano. Tale passaggio infatti implica semplicemente che 
si prendano modulo e argomento del numero complesso e si identifichino con l’ampiezza e la fase 
della grandezza sinusoidale. 

È da notare che una qualsiasi delle correnti o tensioni incognite del problema può essere presa 
come grandezza di riferimento per gli angoli di fase, cioè è possibile porre uguale a zero la sua fase. 
Ciò equivale infatti a sceglier una opportuna origine dei tempi. 
 x (VHPSLR����I circuiti costituiti da una sola maglia si risolvono tramite la (5), che può scriversi, se-
parando il calcolo del modulo I e dell’argomento αI:
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x (VHPSLR����Tutti i metodi illustrati precedentemente sono generalmente applicabili. A titolo di 
esempio si consideri il circuito illustrato nella figura 3.a, in cui si intende calcolare la corrente circo-
lante sul condensatore C. Sia D il nodo di riferimento. Non sono stati indicati i versi positivi delle 
tensioni di ramo, perché si suppone di considerare comunque versi di riferimento associati con la 
regola dell’utilizzatore per tensioni e correnti di ramo. Il circuito è costituito da R = 6 rami e da N = 
4 nodi. La figura 3.b mostra lo stesso circuito nel dominio simbolico (i fasori rappresentativi dei ge-

neratori indipendenti sono ES = ES/ 2 ed IS = (IS/ 2 ) Sje α ). Uno dei possibili alberi è illustrato in 
figura 3.c (rami 4, 5 e 6). I rami tratteggiati sono quelli di coalbero (rami 1, 2 e 3).  
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La soluzione del sistema (13) consente di determinare I3:
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Supponendo che i dati siano: ES = 10 V, IS = 5 A, αS = 50°, R = 2 Ω, L = 0.5 mH, C = 4 µF, α = 3, 
β = 20, I = 50 Hz si ottiene I3 = 6.203 − j 18.07 e quindi i3 (t) = 27.02 cos (ωt − 1.240) [A].�
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(OLPLQD]LRQH�GHOOH�WHQVLRQL�GL�QRGR�(sistema di R + (Numero di componenti non controllati né in 
tensione né in corrente) = 8 equazioni)�

(R – N + 1 = 3 equazioni LKTm)
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(N – 1 = 3 equazioni LKCn)
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(14.iii)

0HWRGR�GHL�7DJOL�)RQGDPHQWDOL�(sistema di R – N + 1 + (Numero di componenti non controllati in 
corrente) = 5 equazioni)�

(R – N + 1 = 3 equazioni LKTm)
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(equazione costitutive dei compo-
nenti non controllati in corrente) 
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0HWRGR�GHL�SRWHQ]LDOL�GL�QRGR (sistema di N – 1 + (Numero di componenti non controllati in ten-
sione) = 5 equazioni) 

(N – 1 = 3 equazioni LKCn) ( )
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(16.i)

(equazioni costitutive dei compo-
nenti non controllati in tensione) 
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(16.ii)

In questo caso, non essendo I3 tra le incognite del sistema, è necessario scrivere separatamente la re-
lazione che la lega ai potenziali di nodo: I3 = jωC (EB − EC). 
 
7HRUHPD�GL�7KHYHQLQ�

Si può applicare il teorema di Thevenin alla soluzione del circuito di figura 3.b considerando 
come bipolo N il condensatore C e quindi come bipolo L l'insieme di tutti gli altri componenti del 
circuito (vedi figura 3.d). Il bipolo L' è quello indicato nella figura 3.e, mentre il valore della tensio-
ne E0 viene calcolato risolvendo il circuito riportato nella figura 3.f ed è dato dalla relazione (19). 
Infine il valore della corrente I3 viene ottenuto risolvendo il circuito illustrato nella figura 3.g, otte-
nuto sostituendo il bipolo L con il suo circuito equivalente di Thevenin. 
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La soluzione del circuito di figura 3.e, finalizzata alla determinazione della caratteristica tensione-
corrente del bipolo B'C' (cioè della tensione VBC in funzione della corrente I3) si può effettuare con 
uno qualsiasi dei metodi precedentemente illustrati. Ad esempio, utilizzando il metodo dei potenzia-
li di nodo si ottiene il seguente sistema di N-1+(Numero di componenti non controllati in tensione) 
= 5 equazioni. Supponendo nota I3, è possibile calcolare EA, EB, EC, I2 ed I6, che risultano pari a EA

= βjωLI3/(β + 1), EB = (βjωL − R)I3/(β + 1), EC = (α + 1)βjωLI3/(β + 1), I2 = βI3/(β + 1) ed I6 = − I3.
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Pertanto VBC = EB − EC = − (αβjωL + R)I3/(β + 1) ed il circuito equivalente del bipolo L' è una im-
pedenza pari a  

β+
ωαβ+=

1

LjR
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(N – 1 = 3 equazioni LKCn)
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(equazioni costitutive dei compo-
nenti non controllati in tensione) 
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(17.ii)
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)LJXUD���I 
La soluzione del circuito di figura 3.f, finalizzata alla determinazione della tensione E0 tra i termina-
li B' e C' si può effettuare con uno qualsiasi dei metodi precedentemente illustrati. Ad esempio, uti-
lizzando il metodo dei Tagli Fondamentali si ottiene il seguente sistema di R – N + 1 + (Numero di 
componenti non controllati in corrente) = 5 equazioni.�

(R – N + 1 = 3 equazioni LKTm)

( )
( ) ( )

( ) 0IREVE

0IILjEIRV

0VIILjV

2S60

2SS22

62S1

=−+−−
=−ω−+−−

=+−ω+
(18.i)

(equazione costitutive dei compo-
nenti non controllati in corrente) 

( )
( )2S6

22

IILjV

II

−ωα=
−β=

(18.ii)

Risolvendo le (18) il valore della tensione E0 risulta essere: 

SS0 ILjEE ωα+= (19)
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Infine il valore della corrente I3 viene ottenuto 

risolvendo il circuito illustrato nella figura 3.g, 
ottenuto sostituendo il bipolo L con il suo circui-
to equivalente di Thevenin. In questo caso, la 
corrente I3 risulta essere:  
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Si può applicare il teorema di Norton alla soluzione del circuito di figura 3.b considerando come 
bipolo N il condensatore C e quindi come bipolo L l'insieme di tutti gli altri componenti del circuito 
(vedi figura 3.h). Il bipolo L' è quello indicato nella figura 3.e, mentre il valore della corrente I0 vie-
ne calcolato risolvendo il circuito riportato nella figura 3.i ed è dato dalla relazione (21). Infine il 
valore della corrente I3 viene ottenuto risolvendo il circuito illustrato nella figura 3.j, ottenuto sosti-
tuendo il bipolo L con il suo circuito equivalente di Norton. 
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La soluzione del circuito di figura 3.e, finalizzata alla determinazione della impedenza equivalente 
del bipolo B'C', è già stata ottenuta: 

β+
ωαβ+=

1

LjR
Z0
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La soluzione del circuito di figura 3.i, finalizzata alla determinazione della corrente I0 tra i terminali 
B' e C' si può effettuare con uno qualsiasi dei metodi precedentemente illustrati. Ad esempio, utiliz-
zando il metodo dei Tagli Fondamentali si ottiene il seguente sistema di R – N + 1 + (Numero di 
componenti non controllati in corrente) = 5 equazioni.�

(R – N + 1 = 3 equazioni LKTm)

( )
( ) ( )

( ) 0IIREV

0IILjEIIRV

0VIILjV

20S6

2SS202

62S1

=−+−−
=−ω−+−−

=+−ω+
(20.i)

(equazione costitutive dei compo-
nenti non controllati in corrente) 

( )
( )2S6

202

IILjV

III

−ωα=
−β=

(20.ii)

Risolvendo le (20) il valore della corrente I0 risulta essere: 
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(21) 

 
Infine il valore della corrente I3 viene ottenuto risolven-
do il circuito illustrato nella figura 3.j, ottenuto sosti-
tuendo il bipolo L con il suo circuito equivalente di Nor-
ton. In questo caso, la corrente I3 risulta essere: 
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+
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Si considerino i tre semplici circuiti raffigurati in figura 4. Per la soluzione di tali circuiti è suffi-

ciente l’applicazione della legge di Ohm simbolica (5). La tabella riassume i risultati ottenuti. La 
tensione è stata scelta come riferimento di fase, cosicché αV = 0; lo sfasamento è quindi ϕ = − αI.
Gli sfasamenti tra fasori sono illustrati in figura 5. L’andamento delle corrispondenti grandezze si-
nusoidali è mostrato in figura 6. 

RIV

)LJXUD���D�

LIV

)LJXUD���E�

IV C

)LJXUD���F�
Z = R Z = jωL Z = − j/ωC

I
V

R

V

R
= = � 2

j
e

L

V

Lj

V
I

π−

ω
=

ω
= 2

j
eCV

Cj

V
I

π

ω=
ω−

=

La corrente simbolica I è un 
numero reale in fase con V:

I
V

R
= � ϕ = 0�

La corrente simbolica I è un 
numero immaginario in quadra-
tura in ritardo rispetto a�V:

I
V

L
=

ω
� ϕ = π/2�

La corrente simbolica I è un 
numero immaginario in quadra-
tura in anticipo rispetto a�V:

I V C= ω � ϕ = −π/2�

I V

)LJXUD���D 

I V

)LJXUD���E 

I
V

)LJXUD���F 
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Si consideri il circuito mostrato in figura 7. Vengono riportate inoltre le espressioni già viste per 

il modulo della corrente e per lo sfasamento, mettendo in evidenza la dipendenza di tali grandezze 
dalla pulsazione ω:

L

R

C
v(t)

i(t)

A

B

)LJXUD��� 

( )I
V

R L
C

ω

ω
ω

=

+ −






2

2
1

( )ϕ ω
ω

ω
=

−
arctg

L
C

R

1

Si riconosce che, per R, L, C e V fissate, esiste una pulsazione ω0 per cui la reattanza si annulla: 

ω 0

1
=

LC
 (22)

La pulsazione ω0 è detta SXOVD]LRQH GL�ULVRQDQ]D. Ad essa corrisponde la corrente massima in mo-
dulo e con sfasamento nullo. In condizioni di risonanza il comportamento del circuito è resistivo, 
poiché le cadute reattive si compensano a vicenda (vedi diagramma vettoriale). 

I

ω

R1

R2

ω0

R1 <R2

ω

π/2

-π/2

ω0

ϕ

ωω0

X

XC

XL

X

)LJXUD���� )LJXUD���� )LJXUD�����
In figura 8 è rappresentato l’andamento del modulo della corrente in funzione della pulsazione 

per due diversi valori della resistenza. Nell’ipotetico caso in cui la resistenza del ramo fosse nulla, il 
modulo della corrente avrebbe un asintoto per ω = ω0. Per ω → 0, la reattanza capacitiva XC → ∞:
la corrente continua è bloccata dal condensatore. Per ω → ∞, la reattanza induttiva XL → ∞: gli ef-
fetti induttivi tendono a bloccare la corrente ad alte frequenze. Nelle figure 9 e 10 sono rappresentati 
rispettivamente lo sfasamento e la reattanza in funzione della pulsazione. Per ω < ω0, la reattanza 
capacitiva prevale su quella induttiva, e lo sfasamento ϕ < 0; viceversa, per ω > ω0 la reattanza in-
duttiva prevale su quella capacitiva e ϕ >0 (vedi diagrammi vettoriali). In figura 11 sono illustrati i 
diagrammi delle tensioni sul piano di Gauss. Nel caso considerato, la legge di Ohm simbolica si può 
scrivere: 

V RI jX I jX IL C= + +

dove sono state evidenziate le cadute di tensione dovute rispettivamente alla resistenza R, alla reat-
tanza induttiva XL = ωL ed alla reattanza capacitiva XC = −1/ωC. 
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I
V

jXLI

jXCI

RI

)LJXUD����D���3HU�ω �ω� OD�UH�DWWDQ]D�FDSDFLWLYD�SUHYDOH�VX�
TXHOOD�LQGXWWLYD��

IV =RI

jXLI

jXCI

)LJXUD����E����3HU�ω  ω�� OD�UHDWWDQ]D�FDSDFLWLYD�H�TXHOOD�
LQGXWWLYD�VL�FRPSHQVDQR��

I

V

jXLI

jXCI

RI

)LJXUD����F����3HU�ω !ω�� OD�UH�DWWDQ]D�LQGXWWLYD�SUHYDOH�VX�
TXHOOD�FDSDFLWLYD��
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L Cv(t)

i(t)

A

B
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Si consideri ora il circuito mostrato in figura 
12, in cui figurano un’induttanza ed una capacità 
in parallelo. In base all’equivalenza formale tra 
equazioni di Kirchhoff in c.c. ed in c.a., le regole 
di composizione per resistenze in parallelo pos-
sono essere estese anche al parallelo di impeden-
ze. E’ quindi possibile esprimere l’impedenza 
ZLC equivalente al parallelo tra le due impedenze 
ZL e ZC nella forma: 

C
1

L

CL
j

ZZ

ZZ
Z

CL

CL
LC

ω
−ω

−=
+

= (23) 

�
La corrente che passa attraverso la resistenza�R è quindi pari a: 

I
V

R ZLC

=
+ (24) 

Da cui possiamo dedurre le espressioni per il modulo della corrente e per lo sfasamento, mettendo 
in evidenza la dipendenza di tali grandezze dalla pulsazione ω
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Le correnti del ramo induttivo e capacitivo sono pari a: 

I
V RI

j LL =
−
ω (25) 

Cj

IRV
IC ω−

−= (26) 

Esiste una pulsazione ω0, detta SXOVD]LRQH� GL� DQWLULVRQDQ]D, che rende infinita l’impedenza 
equivalente ZLC e, conseguentemente, annulla la corrente I:

ω 0

1
=

LC
 (27) 

Mentre la corrente di alimentazione I è nulla le correnti IL e IC risultano diverse da zero: 

I j
C

L
V IL C= − = −  

Si instaura cioè un regime periodico di scambio energetico tra il condensatore e l’induttanza. In as-
senza di dispersioni e di resistenze, la circolazione nella maglia costituita dall’induttanza e dal con-
densatore continua indefinitamente. 

XLC

ωω0

)LJXUD����F 

In figura 13.c è raffigurato l’andamento della reat-
tanza equivalente del parallelo induttanza - condensa-
tore. 

Per ω < ω0 la reattanza è positiva, ed il circuito ha 
un comportamento prevalentemente ohmico - indut-
tivo con uno sfasamento positivo. Per basse frequen-
ze la corrente fluisce prevalentemente nel ramo indut-
tivo, che quindi caratterizza maggiormente il compor-
tamento del circuito. Al limite, per ω = 0, la corrente 
IC e la reattanza induttiva XL si annullano, mentre XC

va all’infinito. 

Per ω > ω0 la reattanza è negativa, ed il circuito ha 
prevalentemente una caratteristica ohmico - capaciti-
va, con sfasamento negativo. Per alte frequenze la 
corrente fluisce maggiormente per il ramo capacitivo. 
Quando ω → ∞ la corrente IL e la reattanza capacitiva 
XC si annullano, mentre XL tende all’infinito. 
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Si faccia riferimento all’utilizzatore U in figura 14, alimentato 
tramite la coppia di morsetti AB da una tensione sinusoidale: 

( ) ( )v t V tM= cos ω

associata ad una corrente d’alimentazione: 

( ) ( )i t I tM= −cos ω ϕ  

A

B

v(t)

i(t)

U

)LJXUD���� 
Si definisce potenza istantanea il prodotto: 
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( ) ( ) ( )p t v t i t= (28) 

La corrente i(t) può essere scomposta nelle due componenti ia e ir , dette rispettivamente corrente 
DWWLYD e UHDWWLYD� La corrente attiva è quindi la componente della corrente in fase con la tensione, 
mentre la corrente reattiva è la componente in quadratura. Si può dunque scrivere: 

( ) ( )i t I ta M= cos cosω ϕ  (29) ( ) ( )i t I tr M= sen senω ϕ  (30) i i ia r= + (31) 

La potenza istantanea diventa quindi: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )p t v t i t v t i t p t p ta r a r= + = + (32) 

dove(o):

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]t2cos1cos
2

IV
tcoscosIVtitvtp MM2

MMaa ω+ϕ=ωϕ== (33) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )t2sensen
2

IV
tcostsensenIVtitvtp MM

MMrr ωϕ=ωωϕ== (34) 

Gli andamenti delle grandezze pa e pr, dette rispettivamente SRWHQ]D�LVWDQWDQHD�DWWLYD�e SRWHQ]D�
LVWDQWDQHD�UHDWWLYD, sono mostrati nelle figure 15 e 16. 

ia(t)

 pa(t)

t

v(t)

P

i, v, p

t

ir(t) 

v(t)

pr(t) 

i, v, p

)LJXUD�������3RWHQ]D�LVWDQWDQHD�DWWLYD�� )LJXUD�������3RWHQ]D�LVWDQWDQHD�UHDWWLYD��
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Si riconosce che la potenza istantanea attiva non cambia mai segno, e rappresenta quindi un flus-

so unidirezionale di energia. Il suo integrale su un periodo T è quindi, di norma, diverso da zero.  
Si definisce SRWHQ]D�DWWLYD P il valore medio in un periodo dalla potenza istantanea: 

( )P
T

p t dt
T

= ∫
1

0 (35) 

È immediato verificare che il valore medio della potenza istantanea coincide col valore medio della 
potenza attiva istantanea: infatti, la potenza reattiva istantanea è una grandezza sinusoidale e, di 
conseguenza ha valore medio nullo. Si ha quindi: 

( ) ( )P
T

p t dt
V I

T
t dt

V I
a

T
M M

T
M M= = =∫ ∫

1

20

2

0
cos cos cosϕ ω ϕ  

E, introducendo i valori efficaci di corrente e tensione: 

P VI= cosϕ (36) 

(o) Si ricordi che sen (2[)  2 sen ([) cos ([) ; cos (2[)  cos2 ([) − 1 . 
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La potenza attiva è quindi valutabile come il prodotto del valore efficace della tensione, il valore ef-
ficace della corrente e del IDWWRUH�GL�SRWHQ]D�cosϕ.

327(1=$�&203/(66$�
La potenza complessa N è definita dalla seguente relazione: 

N V I= * (37) 

dove I* è il complesso coniugato di I. Si ha quindi: 

N Ve Ie VIej j jV I= =−α α ϕ  

e, ricordando la formula di Eulero: 

N VI jVI= +cos senϕ ϕ (38) 

Risulta così provato, ricordando la (36), che la parte reale della potenza complessa risulta essere pari 
alla potenza attiva: 

( )ℜ = =N P VI cosϕ (39) 

La parte immaginaria della potenza complessa viene chiamata SRWHQ]D UHDWWLYD e nel caso di un bi-
polo ha la seguente espressione: 

( )Q N V I e= ℑ = s n ϕ (40) 

Dalla (40) si può notare che un bipolo assorbe potenza reattiva solo quando la corrente è sfasata ri-
spetto alla tensione (ϕ ≠ 0), ed è quindi presente una componente reattiva della corrente stessa (vedi 
eq. 30). Ciò avviene quando il componente è in grado di immagazzinare energia senza dissiparla, 
come, ad esempio in un induttore od in un condensatore; la potenza reattiva è quindi un indicatore 
di uno scambio di energia di tipo conservativo, che in alcuni casi, che saranno esposti nel paragrafo 
relativo al problema del rifasamento, è necessario limitare il più possibile. 

Il modulo N della potenza complessa è detto SRWHQ]D�DSSDUHQWH:
N P Q= +2 2  (41) 

Si consideri ora un generico ramo di circuito caratterizzato da un’impedenza Z. Tenendo conto della 
legge di Ohm simbolica (5), la (37) può essere riscritta come segue: 

N Z I I Z I RI jXI= = = +* 2 2 2 . (42) 

Confrontando la (42) con la (39) e la (40) si ottiene: 

P = R I2 (43) 
Q = X I2 (44) 

In base alla definizione di corrente efficace I si ricava subito che la potenza attiva è pari alla me-
dia su un periodo della potenza dissipata per effetto Joule sulla resistenza R, unico componente in 
grado di assorbire energia senza restituirla. La potenza reattiva dipende invece esclusivamente dalla 
reattanza, cioè dai componenti in grado di immagazzinare energia conservativa (elettrostatica nei 
condensatori, magnetica nelle induttanze) e di restituirla. 

Si noti che, mentre la potenza attiva assorbita dall’impedenza Z è sempre positiva, il segno della 
potenza reattiva dipende dalla reattanza prevalente nel ramo. Q è quindi positiva per reattanze pre-
valentemente induttive (Q = ωLI2 per una reattanza puramente induttiva), e negativa per reattanze 
prevalentemente capacitive (Q = −I2/ωC per una reattanza puramente capacitiva). 
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Dalle equazioni (10) ed (11) segue, come corollario del Teorema di Tellegen, l’additività delle 

potenza in regime sinusoidale. Infatti, per un dato circuito, preso un qualsiasi vettore di numeri 
complessi rappresentativi di tensioni di ramo 91, che soddisfi le LKT per quel circuito, ed un vetto-
re di numeri complessi rappresentativi di correnti di ramo ,2, che soddisfi le LKC per quel circuito, 
vale la seguente relazione: 

91
T,2

* = 0 (45) 

Infatti, si ha 
91

T,2
* = ($T (1)

T,2
* = (1

T $,2
* = (1

T ($,2)
* = (1

T � = 0 
Se si applica la (45) considerando i vettori di numeri complessi rappresentativi delle tensioni e delle 
correnti che effettivamente sono presenti nel circuito, si ottiene la relazione (46) che, sulla base del-
la definizione (37), mostra come la potenza complessa assorbita da tutti i componenti del circuito 
risulti in ogni istante nulla. 

9 T,* = V1 I1
* + V2 I2

* + … = N1+ N2 + … = 0 (46) 

Si consideri ora il circuito schematizzato in figura 17, alimentato 
tramite la coppia di morsetti AB da una tensione sinusoidale v(t) rap-
presentata dal numero complesso V. Il circuito è composto da m rami 
che si incontrano in n nodi. Assumendo che in ogni ramo i versi positi-
vi di riferimento della tensione e della corrente di ramo siano associati, 
indicando con Nh la potenza reattiva assorbita dal generico ramo h e 
con Vh ed Ih i fasori rappresentativi della tensione e della corrente di 
ramo, risulta (dato che V1 I1

* + V2 I2
* + … + VBA I* = 0): 

A
+

v(t)

i(t)
1

n
B

-

)LJXUD���� 

NIVIVIVN *
AB

*
BA

*
h

m

1h
h

m

1h
h ==−== ∑∑

==

Si può quindi affermare che: OD SRWHQ]D�FRPSOHVVD�N IRUQLWD�DO�FLUFXLWR�DWWUDYHUVR�OD�FRSSLD�GL�PRU�
VHWWL�AB q SDUL�DOOD� VRPPD�GHOOH�SRWHQ]H�FRPSOHVVH 1K DVVRUELWH�GD� WXWWL� L� UDPL�GHO�FLUFXLWR��Nel 
caso in cui ciascun ramo sia costituito da una impedenza in serie con un generatore di tensione, a-
vendo indicato con Ngi la potenza complessa erogata dal generatore presente sul ramo i, e con Zi

l’impedenza in serie a tale generatore, segue: 

N N Z I
g i

i

m

i i
i

m

+ =
= =
∑ ∑,

1

2

1
(47) 

Eguagliando le parti reali e le parti immaginarie della relazione (47) si ottiene: 

P P R Ig i
i

m

i i
i

m

+ =
= =
∑ ∑,

1

2

1

, (48) 

Q Q X Ig i
i

m

i i
i

m

+ =
= =
∑ ∑,

1

2

1

. (49) 

La (48) esprime il fatto che la potenza attiva fornita dalla coppia di morsetti AB (P = VI cosϕ) più la 
somma delle potenze attive fornite dai generatori è pari alla somma delle potenze attive assorbite 
dalle impedenze dei rami del circuito e dissipate per effetto Joule. Analogamente, la potenza reattiva 
fornita dalla coppia di morsetti AB (Q = VI sinϕ) più la somma delle potenze reattive fornite dai 
generatori è pari alla somma delle potenze reattive assorbite dalle impedenze dei rami del circuito. 
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Nella figura 18 è rappresento schematicamente un 
bipolo che alimenta un carico ZL. Si faccia l’ipotesi 
che il circuito sia in regime sinusoidale 
isofrequenziale. Si vuole determinare l’impedenza di 
carico ZL che rende massima la potenza attiva 
ricevuta dal carico. Questo problema si presenta nel 
progetto di ogni amplificatore: si deve scegliere 
l’impedenza di ingresso che rende massima la 
potenza ricevuta. 

EG VL

+

−

IL

ZL

ZG

)LJXUD���� 
La potenza attiva assorbita dal carico si calcola immediatamente, avendo posto: 

ZG = RG + j XG ZL = RL + j XL

Risulta infatti: 

( ) ( )2
GL

2
GL

2

L2
GL

2

L
2

LLL
XXRR

E
R

ZZ

E
RIRP

+++
=

+
==

Poiché E, RG e XG sono assegnati, si tratta di determinare quali valori di RL e XL rendono massima 
la PL. Una prima osservazione è che, relativamente ad XL, il denominatore è certamente minimo 
quando XL = − XG. Per quanto riguarda la RL, è sufficiente annullare la derivata della PL rispetto ad 
RL:

( ) ( )
( )
( ) GL3

GL

2
GL

3
GL

L
2

GL

2

L

L RR0
RR

ERR

RR

R2

RR

1
E

dR

dP =⇒=
+

−=












+
−

+
=

Si è ricavato quindi il seguente 7HRUHPD GHO�PDVVLPR�WUDVIHULPHQWR�GL�SRWHQ]D: 6LD DVVHJQDWR�
XQ�ELSROR�IXQ]LRQDQWH�LQ�UHJLPH�VLQXVRLGDOH�LVRIUHTXHQ]LDOH��VSHFLILFDWR�GDO�VXR�FLUFXLWR�HTXLYDOHQWH�
GL�7KHYHQLQ��FKH�DOLPHQWL�XQD�LPSHGHQ]D�GL�FDULFR�ZL� 7DOH�LPSHGHQ]D�ULFHYH�GDO�ELSROR�OD�PDVVLPD�SRWHQ]D DWWLYD�VH��H�VROR�VH� 

Z ZL G= *

In tal caso si dice che il carico è adattato al bipolo e la potenza attiva (massima) fornita al carico 
è PL,MAX = E2/4RG. Si noti che anche se il carico è adattato al bipolo, solo il 50% dell’energia del 
generatore fluisce nel carico e quindi il rendimento è pari a 0.5. Infatti, introducendo il rendimento 
si ha: 

( )LGGL

L
2
LG

2
LL

2
LL

du

u

RR1

1

RR

R

IRIR

IR

PP

P

+
=

+
=

+
=

+
=η

dove Pu è la potenza utile e Pd la potenza dissipata. Si noti che il rendimento può essere reso arbitra-
riamente vicino ad uno facendo aumentare la RL. In tal caso però la potenza assorbita dal carico ten-
de a zero. 
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Nella figura 19 è rappresento schematicamente un 
generatore di tensione in c.a. G che alimenta, tramite 
una linea di lunghezza L, un utilizzatore U. La lun-
ghezza della linea è tale che è possibile schematizzar-
la mediante una impedenza di linea ZL (ZL = RL + j 
XL) Conseguentemente la tensione V di ingresso 
dell’utilizzatore U�è pari a: 

G V’ V

A’

B’

A

B

ZL

U

I

)LJXUD���� 
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V = V’− ZL I

A causa della caduta di tensione ZLI la tensione V non è uguale a V', e soprattutto varia a seconda 
dell’utilizzatore. Alla resistenza di linea è inoltre associata una potenza dissipata per effetto Joule: 

Pd = RL I2

Tali effetti possono essere limitati riducendo la corrente di linea quando questo è possibile. 
Esistono degli utilizzatori che, essendo caratterizzati da un fattore di potenza (cosϕ) basso neces-

sitano di elevati valori di corrente per assorbire la potenza nominale per cui sono stati progettati. In-
fatti, dalla (27) si ha: 

I
P

V
=

cosϕ
Tanto più basso è il fattore di potenza, tanto maggiore è, a 
parità di tensione e potenza assorbita, la corrente di ali-
mentazione. Un rimedio a tale situazione si può ottenere 
ULIDVDQGR l’utilizzatore, cioè disponendo in parallelo ad 
esso un opportuna reattanza. Il tipo di reattanza dipende 
dallo sfasamento dell’utilizzatore: occorre un condensato-
re se ϕ>0, un induttore se ϕ < 0. 

Si faccia riferimento al caso più frequente in cui ϕ>0 (ve-
di figura 20). Il diagramma delle correnti si ricava facil-
mente tenendo conto che: 

IL = I + IC

A

B

I

U

IL

IC

C

)LJXUD���� 
e che IC è in quadratura in anticipo rispetto a V. Da tale 
diagramma (vedi figura 21) si vede come sia possibile ri-
durre in maniera considerevole la corrente di linea. La 
presenza del condensatore in parallelo ad U rende in teo-
ria possibile annullare lo sfasamento ϕ' del blocco con-
densatore - utilizzatore (rifasamento completo). In realtà il 
rifasamento completo è raramente necessario, è sufficien-
te che l’angolo ϕ' assuma un valore prefissato convenien-
temente piccolo. Dalla (39) e dalla (40) si ottiene: 

 

Ic

V

I

IL

Icϕ’

ϕ

)LJXUD���� 
Q = P tanϕ (50)  Q + Qc = P tanϕ’ (51) 

dove P, Q, Qc sono rispettivamente la potenza attiva assorbita dal utilizzatore, la potenza reattiva as-
sorbita dall’utilizzatore e la potenza reattiva assorbita dalla capacità. La (51) è stata ottenuta tenendo 
conto che la potenza attiva assorbita dal condensatore è nulla. Sottraendo membro a membro la (51) 
dalla (50) si ottiene: 

Qc = P (tanϕ' − tanϕ) (52) 

Tenendo conto che: Qc = Xc Ic
2 = − Ic

2/ωC = − (ωCV)2/ωC = − ωCV2, dalla (52) si ricava: 
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ϕ ϕ2 tan tan ’  (53) 

che consente di calcolare la capacità C del condensatore fissato l’angolo ϕ'. 

La funzione del condensatore di rifasamento può essere spiegata intuitivamente: esso rappresenta 
un componente in grado di scambiare alternativamente energia con l’utilizzatore. La presenza del 
condensatore, diminuendo la potenza reattiva vista dal generatore, riduce quindi lo scambio alterna-
to di energia lungo la linea. 


